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Introduction
Bref historique de l’e´tude des interfaces fluide-structure.
La peau du dauphin est un sujet d’e´tude scientifique depuis que le zoologue britannique J.Gray
affirma en 1936 qu’au regard de l’hydrodynamique conventionnelle, un ce´tace´ nageant a` 9 m/s devait
avoir des muscles ”sept fois plus puissants que ceux des autres mammife`res” [83] ! Ce qui fut alors
baptise´ ”superpouvoir des dauphins” masquait en fait -outre un certain nombre d’inexactitudes de
la part de J.Gray dans l’e´valuation des parame`tres en pre´sence- une realite´ plus physique : au lieu
d’une puissance motrice exceptionnelle, les ce´tace´s be´ne´ficient notamment d’une peau compliante (1)
qui re´duit fortement leur effort de traˆıne´e en retardant la transition vers le re´gime turbulent –sans
toutefois maintenir totalement l’e´coulement laminaire, et conjointement a` d’autres me´canismes [63].
Depuis cette de´couverte, les parois compliantes sont envisage´es comme un possible me´canisme de
controˆle de la transition.
Kramer [101] proposa de`s 1960 une peau artificielle constitue´e d’une paroi e´lastique contenant des
poches de substrat visqueux qui jouent le roˆle d’amortisseur, reproduisant ainsi l’effet de la couche
graisseuse sous-e´pidermique des ce´tace´s (cf. fig. 1).
En experimentant cette paroi sur une maquette de torpille, Kramer observa une re´duction globale
de la traˆıne´e pouvant aller jusqu’a` 60% par rapport a` une torpille rigide. Il en de´duisit que le retard
de la transition de la couche limite vers la turbulence e´tait duˆ au transfert irre´versible d’e´nergie par
dissipation dans le substrat. Les premiers travaux the´oriques de Benjamin [11, 12] et Landahl [105]
confirme`rent en effet qu’un tel dispositif permettait la re´duction de la traˆıne´e par stabilisation des
ondes hydrodynamiques de Tollmien-Schlichting (ou ondes TS, responsables de la transition dans les
(1). L’anglicisme ”paroi compliante”, utilise´ au sens ge´ne´ral de paroi de´formable, de´signe une paroi suffisamment flexible
pour se de´former sous l’action des efforts exerce´s par l’e´coulement.
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Epiderme 
Derme 
Figure 1 – Structure de la peau des dauphins. (a) : Section transversale ; (b) Coupe ’AA’ au niveau
des papilles dermiques ; (c) Vue de face. Le´gende : a : Rides cutane´es ; b : papilles dermiques ; c : ridules
dermiques ; d : couche e´pidermique supe´rieure ; e : tissus gras. (extrait de Carpenter et al. [27]).
couches limites 2D) ; en revanche ils re´ve´le`rent que non seulement l’amortissement visqueux n’en e´tait
pas a` l’origine, mais que celui-ci pre´sentait meˆme un effet de´stabilisant sur ce type d’ondes. Par ailleurs,
ils mirent en e´vidence l’existence de nouvelles formes d’instabilite´ de la couche limite, ge´ne´re´es par
la flexibilite´ de la paroi et qui furent baptise´es FISI (Flow-Induced Surface Instabilities). Ces ondes
hydroe´lastiques, qui peuvent prendre l’ascendant sur les ondes TS au point de devenir responsables
de la transition vers la turbulence, se trouvent pour leur part stabilise´e par la dissipation visqueuse
du substrat, d’ou` une possible explication de la confusion de Kramer.
S’en suivirent quelques de´cennies de controverse sur les re´sultats expe´rimentaux de Kramer [21]
jusqu’a` ce que Carpenter & Garrad [29, 30] parviennent en 1985 a` mode´liser dans toute sa complexite´
la paroi utilise´e, sous forme d’une coque e´lastique fine et plane soutenue par des ressorts et des
amortisseurs ; ce mode`le fut ensuite e´tendu a` trois dimensions avec des proprie´te´s e´lastiques isotropes
dans les directions longitudinal et transversale.
Carpenter & Garrad confirme`rent ainsi la possibilite´ de retarder la transition a` l’aide d’une paroi
compliante, et ce suivant deux approches : nume´rique d’une part, graˆce a` l’analyse de stabilite´ line´aire
via la re´solution de l’e´quation d’Orr-Sommerfeld, et analytique d’autre part graˆce a` la mode´lisation
de l’e´coulement comme un e´coulement potentiel ; ces re´sultats furent confirme´s par Yeo [175] et Sen
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& Arora [158] entre autres. Les e´tudes the´oriques a` ce propos portent sur divers types d’e´coulement :
couche limite de Blasius [29, 30, 168], bord d’attaque d’une aile [4], mais aussi canal plan [50, 51] ou
courbe [89]. Dans une moindre mesure, ces travaux ont e´galement donne´ lieu a` des e´tudes expe´rimen-
tales [73, 106], qui vinrent cette fois confirmer les re´sultats the´oriques graˆce a` un bon dosage de la
compliance utilise´e et a` un nouveau dispositif, plus fiable (cf. fig. 2.9)
Le principal effet de la compliance sur un e´coulement bidimensionnel est donc de retarder -voire de
supprimer- la transition vers la turbulence des ondes de Tollmien-Schlichting. On notera au passage
que la stabilisation des ondes TS s’observe e´galement dans un e´coulement de´ja` turbulent, et que la
compliance permet aussi de re´duire le bruit provoque´ par l’e´coulement, qui repre´sente une nuisance
majeure dans certaines applications navales et ae´ronautiques [69]. Dans tous les cas, l’effet stabilisant
de la compliance se traduit par une re´duction, dans l’espace des parame`tres (2), de la zone d’instabilite´
hydrodynamique des ondes TS ; en contrepartie, la compliance fait apparaˆıtre des instabilite´s hydroe´-
lastiques a` croissance rapide e´voque´es plus haut, que Carpenter & Garrad [30] ont de´nomme´es FISI
(Flow-Induced Surface Instabilities ou instabilite´s induites de surface).
On voit ainsi que la compliance demande a` eˆtre dose´e afin de fournir des re´sultats optimaux en
termes de stabilite´. Cette optimisation, effectue´e par Carpenter & Morris [32] sur le dispositif de
Kramer, puis par Dixon et al. [54] sur le dispositif de Gaster, a permis de fixer les parame`tres pour
lesquels il e´tait possible de retarder au maximum la transition des ondes TS, jusqu’a` la supprimer
totalement dans certains cas.
Afin de circonscrire le contexte de cette recherche, signalons que meˆme si la stabilisation des
e´coulements hydrodynamiques est un enjeu moins crucial pour la marine militaire depuis la fin de
la guerre froide, elle reste d’actualite´ dans la marine marchande et sportive. Quant aux applications
ae´rodynamiques, elles sont inexistantes pour l’instant car selon Carpenter [26] et Carpenter & al. [28],
la compliance n’a d’effet positif que si les inerties du fluide et de la paroi sont suffisamment proches.
L’autre caracte´ristique de la paroi qui entre dans le cadre de cette e´tude est la perme´abilite´, qui
provoque un amortissement assez semblable dans ses effets au substrat visqueux dont Kramer avait dote´
sa peau synthe´tique. En vertu d’une loi de Darcy, le fluide traversant les pores de la paroi exerce une
action de´stabilisante sur les modes hydrodynamiques de type Tollmien-Schlichting (TS), mais stabilise
en revanche les ondes FISI induites par la paroi compliante. Cette action contradictoire a e´te´ souvent
(2). Espace dans lequel sont trace´es les courbes de stabilite´ de l’e´coulement, dites ”courbes neutres”
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observe´e dans les e´coulements en canal limite´s par une ou deux parois poreuses [80, 53, 37, 92, 161, 162].
Plus ge´ne´ralement, l’effet des reveˆtement poroe´lastiques sur l’e´coulement a fait l’objet d’e´tudes a`
toutes les e´chelles, depuis la canope´e [78, 141] jusqu’aux cytoplasmes cellulaires [128] en passant par
les balles de tennis [123, 124] ou les plumes d’oiseaux [152, 91]. La mode´lisation de tels milieux prend
souvent la forme de barres rigides articule´es e´lastiquement qui permettent l’e´change d’e´nergie avec le
fluide. La mise en e´quations de ce mode`le a e´te´ re´cemment e´tablie par Gopinath and Mahadevan [81]
sur la base de la the´orie de l’homoge´ne´isation.
On constate ainsi que l’absorption d’e´nergie par la traˆıne´e dans une canope´e provoque une inflexion
dans le profil de la vitesse moyenne de l’e´coulement. Ce mecanisme, assimilable a` une couche de
me´lange ainsi que l’ont de´montre´ Rampauch & al. [145], engendre une instabilite´ comparable a` celle
de Kelvin-Helmholtz, donnant naissance a` des ondes cohe´rentes se propageant a` la surface de la
canope´e et connues sous le nom de honami en milieu ae´rien et monami en milieu aquatique. Ce
phe´nome`ne intervient de fac¸on de´cisive dans des processus comme la croissance des plantes et des
algues (thigmomorphoge´ne`se) [129] ou le transport de se´diments, de pollens et de contaminants [122].
Toutefois, meˆme si la canope´e est souvent reproduite en laboratoire sous forme d’e´le´ments flexible
comme des oscillateurs me´caniques [60] ou dote´s d’interactions e´lastiques [55], les expe´rimentations
prouvent que l’instabilite´ a` l’origine du monami persiste lorsque la canope´e est compose´e d’e´le´ments
rigides [75, 74] ; c’est pour cette raison que nous mode´liserons le champ ve´ge´tal sous forme d’obstacles
rigides oriente´s verticalement.
Objectifs et motivations de l’e´tude
Cette the`se a pour objet l’e´tude des interactions fluide-structure dans des domaines peu ou pas
encore aborde´s dans la litte´rature, tels que les couches limites bi- ou tridimensionnelles sur parois
poroe´lastiques, les couches limites asymptotiques aspire´es sur parois poroe´lastiques ou les e´coulements
sur canope´es ; l’accent est plus particulie`rement mis sur l’interaction entre compliance et perme´abilite´
dans les e´coulements incompressibles –dans la limite toutefois des faibles perme´abilite´s. A cet effet,
les parois compliantes sont mode´lise´es comme des coques flexibles et poreuses relie´es a` une base rigide
par un ensemble de ressorts ; l’ensemble s’inspire du mode`le classique de Carpenter & Garrad enrichi
d’une perme´abilite´ base´e sur la loi de Darcy.
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L’inte´reˆt d’associer compliance et perme´abilite´ re´side dans l’antagonisme d’action de ces deux
caracte´ristiques. En effet, la compliance est connue pour re´duire le domaine d’instabilite´ des modes
hydrodynamiques naturellement pre´sents dans l’e´coulement mais en contrepartie, fait apparaˆıtre des
modes hydroe´lastiques ; a` l’inverse, la perme´abilite´ atte´nue l’effet de ces derniers tout en de´stabilisant
les premiers. Le dosage pre´cis entre compliance et perme´abilite´ constitue donc souvent la cle´ d’une
optimisation de la stabilite´.
Parmi les configurations aborde´es, les ailes en fle`che se caracte´risent par une couche limite tridi-
mensionnelle dont la transition de´pend localement d’instabilite´s nomme´es tourbillons Crossflow (CF),
d’origine non visqueuse. Nous verrons que l’effet de´stabilisant de la perme´abilite´ sur ces perturbations
est presque nul tandis que son action positive sur les modes hydroe´lastiques reste intacte, offrant ainsi
des perspectives prometteuses en termes de retardement de la transition.
Dans le domaine des couches limites aspire´es dites ASBL (Asymptotic Suction Boundary Layer),
couramment employe´es dans l’ae´ronautique afin d’ame´liorer les performances ae´rodynamiques, le profil
d’e´coulement tre`s caracte´ristique est suppose´ accroˆıtre le nombre de Reynolds critique de deux ordres
environ [24]. Cependant, la quasi-totalite´ des e´tudes portant sur le sujet posent l’hypothe`se d’une
perme´abilite´ ne´gligeable et d’une paroi infiniment rigide. Or, d’une part le proce´de´ de succion ne´cessite
une surface poreuse, d’autre part la contrainte de poids (pre´gnante en ae´ronautique) pousse a` re´duire
l’e´paisseur de celle-ci, ce qui remet en question sa rigidite´. Nous verrons ainsi que ni la perme´abilite´
ni la compliance ne sont anodines en ce qui concerne la transition vers la turbulence dans les couches
limites aspire´es.
Pour finir, l’analyse nume´rique sera applique´e au proble`me de l’e´coulement a` travers une cano-
pe´e dans le but d’e´baucher un mode`le pre´dictif de l’onde de surface nomme´e monami ou honami,
pre´ponde´rante dans plusieurs processus naturels de´ja` e´voque´s en introduction.
L’instabilite´ principale qui engendre ce phe´nome`ne, ainsi que l’effet de la densite´ de la canope´e sur
celle-ci, seront e´tudie´es au moyen de l’analyse line´aire ; pour cela, le profil de la vitesse moyenne du
courant aura e´te´ pre´alablement calcule´ nume´riquement afin de correspondre aux releve´s expe´rimentaux
effectue´s par Ghisalberti & Nepf [75].
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Organisation du me´moire
Le premier chapitre aborde´ nous permettra de de´finir les limites de l’e´tude et de classifier les
principales instabilite´s pre´sentes dans un e´coulement incompressible ; ce chapitre permettra e´galement
d’effectuer un tour d’horizon des travaux de´ja` re´alise´s sur ce type d’e´coulements, et notamment en
pre´sence de parois compliantes et/ou perme´ables.
Dans le second chapitre seront pose´es les bases the´oriques permettant de de´finir le cadre de l’e´tude ;
pour cela, apre`s avoir circonscrit le proble`me de stabilite´, nous e´noncerons les e´quations de l’e´coulement
pour les diffe´rents cas e´tudie´s. Apre`s avoir de´fini les conditions aux limites a` la jonction du courant
principal, nous proce`derons a` la mode´lisation de la paroi poroe´lastique afin d’e´tablir les conditions aux
limites a` son contact. Plusieurs validations du mode`le ainsi e´labore´ seront alors effectue´es sur la base
d’e´tudes portant sur des configurations plus e´le´mentaires (parois seulement perme´ables ou seulement
compliantes, couches limites aspire´es sur parois rigides, etc...) .
Les trois derniers chapitres constituent des applications du mode`le pre´ce´dent, chacun dans un
domaine d’application diffe´rent.
Dans le chapitre 3, l’e´tude concernera la couche limite tridimensionnelle pre´sente sur les ailes en
fle`ches ; l’influence de la compliance et de la perme´abilite´ y sera analyse´e pour les deux principaux
modes hydrodynamiques que sont les ondes de Tollmien-Schlichting et les tourbillons Crossflow, ainsi
que pour les instabilite´s FISI ge´ne´re´es par la flexibilite´ de la paroi.
Le chapitre 4 permettra d’appliquer ces meˆmes outils aux couches limites aspire´es afin de mettre
en e´vidence l’importance de perme´abilite´ de la paroi dans leur transition ; les conditions d’e´mergence
et d’e´volution d’une instabilite´ absolue de type ”instabilite´ de divergence” seront e´galement etudie´es,
en fonction des caracte´ristiques de la paroi.
Enfin, l’e´tude de l’e´coulement a` travers une canope´e sera mene´e dans le chapitre 5. Le profil de la
vitesse moyenne de l’e´coulement sera approche´ au plus pre´s afin de servir de base a` l’analyse line´aire de
la stabilite´. L’influence des diffe´rents facteurs ge´ne´rant de l’instabilite´ sera de´taille´e et une comparaison
sera faite avec le profil de vitesse traditionnellement utilise´ pour ce genre d’e´tude, dit ”en lignes brise´es”.
6
Introduction
7
Introduction
8
Chapitre 1
The´orie de la stabilite´ des e´coulements
Ce chapitre pose les bases the´oriques de l’e´tude. A cet effet, la phe´nome´nologie de la couche limite
sera expose´e puis l’accent sera mis sur le retardement de la transition vers la turbulence, synonyme
d’une re´duction de consommation e´nerge´tique pour la configuration e´tudie´e.
Enfin, les diffe´rentes instabilite´s pre´sentes dans la couche limite incompressible seront passe´es en
revue et leurs classifications expose´es.
1.1 Phe´nome`nes lie´s a` la couche limite
1.1.1 Couche limite
Lorsqu’un fluide s’e´coule sur une paroi rigide, sa vitesse est nulle a` la paroi du fait de l’adhe´rence ;
cette proprie´te´ est valable pour une paroi rigide comme pour une paroi compliante, et meˆme pour une
paroi poreuse -a` condition de rester dans la limite d’une faible porosite´. Si l’on conside`re la vitesse
d’e´coulement du fluide, on voit sur la fig. 1.1 que le passage de la valeur maximale Ue (dans l’e´coulement
externe, donc suffisamment loin de la paroi) a` la vitesse nulle au contact, se fait progressivement
par effet visqueux, sur une couche de fluide d’e´paisseur δ appele´e couche limite. Dans la pratique,
l’e´volution de la vitesse e´tant asymptotique vers Ue, on prend comme valeur de δ la distance pour
laquelle U = 0.99× Ue.
Il existe des grandeurs plus significatives pour caracte´riser la couche limite. Celle qui sera utilise´e
dans cette e´tude est l’e´paisseur de de´placement δ∗ qui correspond a` la perte de de´bit-masse au travers
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U=0 
U=0.99xU∞ 
Ecoulement 
externe :  
Equations d’Euler 
(Force de pression + 
Forces inertielles) 
Couche limite : 
Equations de 
Navier-Stokes 
(Force de pression + 
Forces inertielles+ 
Viscosité) 
δ 
δ
∗ 
Figure 1.1 – Re´partition de la vitesse d’e´coulement dans la couche limite.
d’une section de la couche limite par rapport au cas d’un e´coulement de fluide parfait. Dans le cas
d’un fluide incompressible, elle se limite a` une perte de vitesse repre´sente´e sous la forme d’une zone
plus claire dans la fig. 1.1, qui a pour aire
∫
∞
y=0
(U∞−U) dy. Une fois la vitesse normalise´e, l’e´paisseur
de de´placement a donc pour valeur :
δ∗ =
∫ δ
y=0
(1−
U
U∞
) dy
Le nombre de Reynolds utilise´ dans cette e´tude pour caracte´riser l’e´coulement sera de´fini selon
l’une ou l’autre de ces e´paisseurs :
Reδ =
Ueδ
ν
Reδ∗ =
Ueδ
∗
ν
ν e´tant la viscosite´ cine´matique du fluide, en m2/s.
1.1.2 Effort de traˆıne´e
Tout volume se de´plac¸ant dans un fluide engendre une traˆıne´e qui le freine et provoque ainsi une
perte e´nerge´tique. Cette traˆıne´e trouve son origine dans deux phe´nome`nes :
1/ La traˆıne´e de pression est duˆe a` la de´pression que peut engendrer un de´collement de la couche
limite et la formation d’une recirculation du fluide en forme de bulbe. Elle est lie´e aux contraintes de
pression.
2/ La traˆıne´e de frottement provient quant a` elle du non-glissement du fluide au contact de la
paroi, qui induit un frottement visqueux dans la couche limite. Elle est lie´e aux contraintes visqueuses.
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Figure 1.2 – Repre´sentation sche´matique des traˆıne´es de pression (en rouge) et de friction (en vert)
sur un corps volumique.
Sur un corps volumique, la traˆıne´e de pression est pre´ponde´rante alors qu’elle devient secondaire
sur un corps profile´ tel qu’une aile d’avion a` faible incidence. La pre´sente e´tude cible par conse´quent
la re´duction de la traˆıne´e de frottement.
1.2 Controˆle de la transition
L’e´coulement d’un fluide (rivie`re, vent, etc...) peut globalement eˆtre classe´ en deux e´tats : laminaire
lorsque la vitesse du fluide en n’importe quel point suit la direction du de´placement global du fluide
(a` l’image d’une rivie`re calme), ou turbulent lorsque ce champ de vitesses devient chaotique (a` l’image
d’un torrent). Dans un e´coulement sur plaque plane, on constate que l’e´paisseur de la couche limite
augmente en allant dans le sens de l’e´coulement, du fait du caracte`re visqueux du fluide et de l’inter-
action avec la plaque. Par conse´quent, l’e´coulement a de plus en plus tendance a` devenir turbulent
lorsque x augmente, ce qui se traduit par l’amplification des instabilite´s ge´ne´re´es dans cette zone et
rend la transition ine´luctable sur une plaque semi-infinie.
 
x 
y 
Régime laminaire Régime Transitoire 
Stabilité  Instabilité 
Primaire 
Instabilité 
Secondaire 
Régime Turbulent 
Turbulence 
développée 
Figure 1.3 – Evolution de la couche limite avec l’augmentation du nombre de Reynolds le long d’une
plaque plane.
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Mais l’e´coulement laminaire, s’il offre une traˆıne´e de frottement tre`s infe´rieure a` l’e´coulement
turbulent, pre´sente l’inconve´nient de moins re´sister au de´collement ; les forces visqueuses ne pouvant
pas continuellement compenser les forces de pression, le de´collement survient dans les zones ou` le
gradient de pression est adverse. C’est pourquoi, dans un meˆme objectif de re´duction de l’effort de
traˆıne´e, on peut eˆtre amene´ :
– soit a` cre´er des turbulences sous forme de tourbillons longitudinaux (streaks) destine´s a` empeˆcher
le de´collement de la couche limite, lorsque la traˆıne´e de pression est pre´ponde´rante. Les dispositifs de
controˆle passif a` mettre en oeuvre prennent alors la forme de ge´ne´rateurs de tourbillons place´s dans
l’e´coulement.
– soit a` retarder la transition vers la turbulence lorsque c’est la traˆıne´e de frottement qui est
pre´ponde´rante ; c’est le cas qui sera envisage´ dans la pre´sente e´tude qui porte sur des corps profile´s a`
faible incidence.
D’une manie`re globale, les dispositifs de controˆle peuvent eˆtre soit passifs, c’est-a`-dire fonction-
nant sans apport d’e´nergie et donc par simple modification de la paroi (forme, rugosite´, e´lasticite´,
perme´abilite´ etc...), soit actifs. Dans ce dernier cas, un apport d’e´nergie externe est employe´ pour
souﬄer, aspirer, ioniser ou modifier de quelque autre fac¸on l’e´coulement. L’attention sera alors porte´e
a` comparer le gain d’e´nergie final a` l’e´nergie apporte´e, afin d’e´valuer le be´ne´fice re´el du dispositif.
1.3 Stabilite´ des perturbations
Une perturbation est repre´sentative d’un mode d’excitation qui peut se re´ve´ler instable ou non,
c’est-a`-dire dont le comportement peut e´voluer soit vers un retour a` la normale (amortissement) soit
vers un accroissement vers l’instabilite´ (amplification).
1.3.1 Analyses spatiale et temporelle
D’une manie`re ge´ne´rale, une perturbation est stable lorsqu’elle de´croˆıt (donc lorsqu’elle est amortie)
tandis qu’une perturbation dont l’amplitude croˆıt est instable, donc davantage susceptible de provoquer
la transition ; toutefois, en disant cela on comprend qu’il existe deux fac¸ons d’envisager la notion de
croissance : temporellement d’abord, c’est-a`-dire en se fixant a` un point pre´cis comme un bateau ancre´
qui sent la houle augmenter ou diminuer. Spatialement ensuite, comme un observateur sur la rive qui
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suit du regard une vague et la voit s’atte´nuer ou gagner en amplitude au cours de son mouvement.
 
t croissant 
x croissant 
Figure 1.4 – Observation de la croissance lors d’une e´tude temporelle et spatiale
Le premier point de vue rele`ve d’une e´tude temporelle et le second d’une e´tude spatiale ; comme
nous le verrons, les deux peuvent s’ave´rer comple´mentaires pour e´tudier de fac¸on exhaustive la stabilite´
d’un e´coulement.
Les analyses classiques de stabilite´, fonde´es sur des e´tudes modales, n’e´tudient que le comportement
des perturbations a` long terme. Toutefois, il est fre´quent que ce genre d’e´tude aboutisse a` une valeur
surestime´e du nombre de Reynolds critique (1) c’est-a`-dire a` une surestimation de la stabilite´. En
effet, les e´tudes modales ne prennent en compte que les modes orthogonaux, c’est-a`-dire les solutions
a` l’e´quation de stabilite´ inde´pendantes entre elles. De fait, ces modes sont a` long terme les plus
susceptibles de se de´velopper individuellement et donc de provoquer la transition.
Toutefois, une croissance a` court terme (dite croissance transitoire) est parfois observe´e et, bien
qu’elle s’estompe rapidement, peut dans certains cas entraˆıner la transition vers la turbulence [22, 163,
148]. Ce phe´nome`ne, qui naˆıt de la combinaison de plusieurs modes non orthogonaux, rele`ve d’une
croissance alge´brique et non pas exponentielle –c’est pourquoi il ne sera pas aborde´ dans cette e´tude.
Signalons toutefois que son analyse s’effectue a` travers la quantification de l’e´nergie totale (en incluant
l’e´nergie du de´placement de la paroi si celle-ci est compliante), selon une me´thode de´taille´e par Schmid
& Henningson [154] ; c’est en appliquant cette me´thode que Zengl & Rist [181] on pu de´montrer que
la compliance exerc¸ait un effet ne´gligeable sur ce type de perturbations.
1.3.2 Convectivite´ des instabilite´s
Une perturbation instable se de´veloppe ge´ne´ralement en se de´plac¸ant dans l’espace, mais il peut
aussi arriver qu’elle reste statique, pre´sentant ainsi d’autres sche´mas d’e´volution. Du point de vue du
(1). nombre de Reynolds le plus faible pour lequel peut intervenir la transition vers la turbulence
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mouvement, les instabilite´s sont classe´es en deux familles selon Huerre & Monkewitz [135] : convectives
et absolues. Ce classement, qui n’a de sens que dans le cadre d’un e´coulement paralle`le, peut toutefois
eˆtre ge´ne´ralise´ aux e´coulements e´voluant spatialement, a` condition que cette e´volution soit spatialement
lente et non brutale. De`s lors, une e´tude locale peut pre´tendre rendre compte d’instabilite´s globales et
il est meˆme admis que l’existence d’une instabilite´ globale est soumise a` celle d’une instabilite´ absolue
locale [154].
Les instabilite´s convectives croissent simultane´ment dans le temps et l’espace -donc se de´placent
soit en amont soit en aval du point d’excitation ou` elles apparaissent- si bien que pour un point choisi,
l’e´coulement retourne a` son e´tat initial a` t→∞ (fig. 1.5(a)). A l’inverse, les instabilite´s absolues restent
globalement immobiles tout en se propageant a` la fois en amont et en aval de leur point d’excitation,
jusqu’a` contaminer entie`rement l’e´coulement. Elles pre´sentent donc un danger bien plus important
dans la mesure ou` la transition vers la turbulence est ine´luctable une fois qu’elles sont apparues (fig.
1.5(b)).
 
t 
x 
(a) Evolution spatio-temporelle d’une
perturbation convectivement instable.
 
t 
x 
(b) Evolution spatio-temporelle d’une
perturbation absolument instable.
Figure 1.5 – Classification des instabilite´s en fonction de leur mobilite´. En grise´ : zone d’instabilite´.
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INCOMPRESSIBLES.
1.4 Principales instabilite´s pre´sentes dans les e´coulements incom-
pressibles.
Ce chapitre offre d’abord un tour d’horizon des principales instabilite´s identifie´es a` ce jour, en
fonction de leur milieu d’origine et du type d’e´coulement concerne´ ; dans un deuxie`me temps seront
expose´es les typologies permettant de cate´goriser ces instabilite´s, ainsi que les crite`res employe´s.
Dans le cas d’un e´coulement bidimensionnel de type Blasius ou Falkner-Skan (sur ailes droites), les
perturbations naturelles sont principalement des ondes de Tollmien-Schlichting (TS), dont l’apparition
est lie´e a` la viscosite´ du fluide. Les ondes TS sont de´stabilise´es par un gradient de pression adverse et
se rencontrent donc sur la partie me´diane ou arrie`re d’une aile profile´e (cf. fig. 1.6).
Si le profil d’aile comporte une surface concave, on peut e´galement y observer des perturbations
nomme´es tourbillons de Go¨rtler qui ne seront pas traite´es ici.
Dans un e´coulement tridimensionnel de type Falkner-Skan-Cooke (sur des ailes en fle`che par
exemple), deux nouveaux types de perturbations fluidiques apparaissent : d’une part des ondes par-
courant le bord d’attaque de l’aile [4] et d’autre part des tourbillons Crossflow (CF), ge´ne´re´s par
l’inflexion du profil de la vitesse transversale et situe´s essentiellement sur la partie avant de l’aile [48].
Les tourbillons CF sont donc pre´ponde´rants pour la transition dans cette zone de gradient de pres-
sion favorable, et plus ge´ne´ralement dans la couche limite tridimensionnelle, par rapport aux ondes
TS [149, 98]
Par ailleurs, la paroi compliante e´tant elle-meˆme un milieu porteur d’ondes, certaines instabili-
te´s e´manent directement d’elle ou de son interaction avec le fluide, telles que l’onde de paroi TWF
(travelling wave flutter ou onde oscillatoire mobile) ou l’instabilite´ de Divergence.
Signalons enfin qu’il a e´te´ de´montre´ par Ehrenstein & Rossi [57] que pour des parois tre`s flexibles,
l’hypothe`se d’un e´coulement paralle`le dans les analyses line´aires ne peut plus eˆtre conside´re´e comme
valable. Les e´tudes classiques de stabilite´ line´aire avec hypothe`se d’un e´coulement paralle`le surestime-
raient donc grandement la stabilite´ de l’e´coulement dans ce cas.
Cette revue pourra eˆtre enrichie par la lecture des travaux de synthe`se de Carpenter et al. [27] ou
de Gad-el-Hak [69] par exemple.
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1.4.1 Instabilite´s d’origine fluide
Les instabilite´s d’origine fluide sont repre´sente´es sur la figure 1.6 ; qualifie´es d’hydro- ou ae´rodyna-
miques, elles peuvent exister dans les e´coulements sur paroi rigide. Cependant, sur paroi compliante,
les e´changes e´nerge´tiques entre fluide et paroi ont une influence capitale sur leur apparition et leur
e´volution.
  Tourbillons Crossflow (CF) ONDES DE TOLLMIEN-SCHLICHTING (TS) 
TOURBILLONS DE GÖRTLER  
Tourbillons de bord 
d’attaque 
Tourbillons Crossflow 
Figure 1.6 – Instabilite´s d’origine fluide pre´sentes sur une aile en fle`che (e´coulement 3D). En majus-
cules : instabilite´s pre´sentes e´galement sur une aile droite (e´coulement 2D).
Les Instabilite´s d’origine fluide peuvent eˆtre soit d’origine essentiellement visqueuse -comme c’est
le cas des ondes de Tollmien-Schlichting- soit d’origine non visqueuse. Dans ce dernier cas, un point
d’inflexion du profil de vitesse (qu’il s’agisse de la vitesse longitudinale dans le cas d’un e´coulement
bidimensionnel de type Falkner-Skan, ou de la vitesse transversale dans celui d’un e´coulement tridi-
mensionnel de type Falkner-Skan-Cooke) provoque l’e´mergence d’une instabilite´ plus puissante, selon
un me´canisme identifie´ par Rayleigh [146, 147] en 1880. En 1994, Yeo [177] formule un crite`re base´ sur
le profil de vitesse et sa de´rive´e seconde pour pre´dire l’apparition de ce type de perturbations sur des
parois compliantes. La figure 1.7 pre´sente les profils de vitesses inflexionnels dans le cas bidimensionnel
et tridimensionnel.
Pour qu’un point d’inflexion existe sur un profil de vitesse bidimensionnel, un gradient de pression
adverse est ne´cessaire. Dans le cas d’une aile droite, la perturbation associe´e apparaˆıt donc sur la
partie arrie`re de l’aile, dans une couche limite de type Falkner-Skan. Elle posse`de un taux de croissance
supe´rieur au mode TS et croˆıt inde´finiment lorsque le nombre de Reynolds augmente. L’influence de
la compliance sur une telle perturbation, e´tudie´e par Cooper & Carpenter [45], est tre`s be´ne´fique
puisqu’en choisissant bien les parame`tres de paroi, la croissance de la perturbation peut eˆtre re´duite
de moitie´ par rapport au cas rigide.
Dans le cas d’un profil tridimensionnel de type Falkner-Skan-Cooke, le point d’inflexion existe
naturellement de par l’expression de la vitesse transversale, et donne naissance a` des instabilite´s
nomme´es tourbillons Crossflow, de´ja` e´voque´es.
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Figure 1.7 – Profils de vitesses inflexionnels. A gauche : sur une couche limite bidimensionnelle de
type Falkner-Skan (d’apre`s Cooper & Carpenter [45]) ; a` droite : sur la vitesse transversale d’un profil
tridimensionnel de type Falkner-Skan-Cooke (d’apre`s Kuraishi [104]).
1.4.1.1 Ondes de Tollmien-Schlichting
Les ondes de Tollmien-Schlichting sont des ondes hydrodynamiques responsables de la transition
dans les e´coulements bidimensionnels, sur lesquels porte l’essentiel de la litte´rature relative aux parois
compliantes. Dans le cas le plus simple, qui inclut les couches limites de Blasius et les e´coulements
en canal, le gradient de pression est nul ; on n’observe donc aucune inflexion dans le profil de vitesse
et c’est pourquoi les seules instabilite´s possibles proviennent essentiellement de la viscosite´ inhe´rente
au fluide. Il est a` noter que les re´sultats obtenus par analyse line´aire sur les caracte´ristiques et la
transition vers l’instabilite´ des ondes TS ont e´te´ valide´s par des simulations nume´riques directes [168],
des expe´rimentations en souﬄerie [156], ainsi qu’en conditions re´elles de vol [157].
L’effet stabilisant de la compliance sur ces perturbations a e´te´ largement de´montre´ (Carpenter &
Garrad [29, 30], Yeo [175], Sen & Arora [158] entre autres) dans l’hypothe`se d’un e´coulement localement
paralle`le.
Le me´canisme de stabilisation de la compliance est le suivant : en se de´formant, la paroi engendre
une dissipation e´nerge´tique qui par transfert, re´duit le taux de production de l’e´nergie cine´tique dans
le fluide via les contraintes de Reynolds. Le bilan d’e´nergie cine´tique s’en trouve donc modifie´ en
de´faveur de l’onde. Ce processus peut conduire, pour des parois suffisamment flexibles, a` l’e´radication
pure et simple des ondes TS (Davies & Carpenter [50] ; Carpenter et al. [27]).
La compliance agit de la meˆme fac¸on sur les ondes TS tridimensionnelles, alors meˆme que celles-ci
montrent sous certaines conditions une croissance plus forte que les modes bidimensionnels (Joslin et
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al. [97], Yeo [176]). De meˆme, dans les e´coulements tridimensionnels on observe un effet stabilisateur
de la compliance sur les ondes TS (voir Allen [4] par exemple pour le cas du bord d’attaque d’une aile
en fle`che).
Pour finir, signalons qu’en pre´sence de couches limites aspire´es (ou ASBL), l’effet be´ne´fique de la
compliance est masque´e par l’e´norme be´ne´fice the´orique (augmentation de deux ordres du nombre de
Reynolds critique) duˆ a` l’aspiration selon l’analyse line´aire. Si aucune des expe´rimentations mene´es
sur l’ASBL n’a pu mettre en e´vidence ce spectaculaire effet stabilisant, la cause en est ge´ne´ralement
attribue´e a` l’existence de modes non-orthogonaux provoquant une de´stabilisation pre´coce de l’e´coule-
ment.
En l’absence d’aspiration en revanche, des expe´rimentations ont confirme´ l’effet positif de la com-
pliance sur les couches limites aqueuse (cf. Lucey & Carpenter [117]) ou gazeuse (cf. Lee et al. [106]),
meˆme si les re´sultats de ces derniers ont e´te´ conteste´s par Carpenter [26] selon lequel la paroi com-
pliante et le fluide doivent avoir des inerties proches pour permettre une stabilisation des ondes TS.
 
Figure 1.8 – Courbes neutres de l’onde TS pour des valeurs de´croissantes du module d’Young dans le
sens des fle`ches, d’une paroi rigide (courbe pointille´e) a` une valeur de E = 105Pa (d’apre`s Carpenter
& Garrad [29]).
La fig. 1.8, extraite de Carpenter & Garrad [29], illustre cette stabilisation des ondes TS par la
compliance. On constate que lorsque le module d’Young du mate´riau diminue jusqu’a` E = 105Pa, la
zone d’instabilite´ se restreint et, a` partir de E = 3× 105Pa, se divise en deux parties. En revanche, le
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nombre de Reynolds critique reste constant autour de 520.
Concernant l’effet de l’amortissement sur les ondes TS, il a e´te´ montre´ (cf. Benjamin [11] ou
Carpenter & Garrad [29] par exemple) que la dissipation e´nerge´tique par pertes viscoe´lastiques dans
la paroi est fortement de´stabilisante. Il en va de meˆme lorsque l’amortissement re´sulte non plus de
la pre´sence d’un substrat mais de la perme´abilite´ de la paroi. Ainsi, l’e´tude des e´coulements en canal
entre deux parois perme´ables re´ve`le une de´stabilisation importante des ondes TS, et ce meˆme pour de
faibles valeurs de la perme´abilite´ [37, 92, 161].
1.4.1.2 Tourbillons Crossflow (ou d’e´coulement transverse)
La litte´rature concernant les tourbillons Crossflow (CF) est beaucoup moins abondante que celle
portant sur les ondes TS.
Ces perturbations non visqueuses, dont la de´couverte est attribue´e a` Grey [84], n’apparaissent
que dans les couches limites tridimensionnelles ; en effet, elles trouvent leur origine dans le profil
inflexionnel de la vitesse transversale et pre´sentent un taux de croissance significativement plus e´leve´
que les ondes TS [46]. Une fois destabilise´s, ces tourbillons e´voluent vers l’aval et la croissance alge´brique
de l’instabilite´ de´passe alors sa croissance exponentielle, les deux variantes de l’instabilite´ provenant
des meˆmes me´canismes [23].
Ces tourbillons longitudinaux se de´veloppent dans l’e´coulement qui se forme sur la partie avant
d’une aile en fle`che, mais e´galement au-dessus d’un disque en rotation ; dans ce dispositif, fre´quemment
utilise´ pour mode´liser les couches limites tridimensionnelles, la compliance est proportionnelle –pour
un module d’Young fixe´– a` la vitesse de rotation au carre´ et au rayon au carre´.
Cooper & Carpenter [46] utilisent un disque en rotation pour e´tudier l’influence de la compliance
sur les tourbillons ; ils concluent que tout comme sur les ondes TS en e´coulement bidimensionnel, la
compliance exerce une influence stabilisante sur ce qu’ils nomment ”perturbations non visqueuses de
Type I” et qui s’apparentent aux tourbillons CF (cf. fig. 1.9). Cette influence porte aussi bien sur le
nombre de Reynolds critique de ces perturbations que sur leur taux de croissance.
Une de´cennie plus tard, Carpenter & Thomas [136] proposent une revue des e´tudes the´oriques et
expe´rimentales des e´coulements sur un disque tournant dans lequel est inse´re´ un anneau compliant. La`
encore, ils conclurent que l’influence de la compliance sur la stabilite´ des tourbillons CF est be´ne´fique
tandis qu’elle est plus discutable sur les instabilite´s de Type II (de nature visqueuse et d’origine moins
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Figure 1.9 – Courbe de stabilite´ marginale obtenue sur disque tournant par Cooper & Carpenter [46],
dans le plan β-Re, β e´tant le nombre d’onde azimutal.
bien de´finie que les instabilite´s de Type I), causant une diminution du nombre de Reynolds critique
pour des compliances faibles, tandis que des compliances fortes les stabilisent jusqu’a` les e´radiquer.
Ce constat a e´te´ confirme´ expe´rimentalement par Colley & al. [42] avec une bonne concordance sur le
nombre d’onde critique.
Les instabilite´s de Type II, qui n’apparaissent sur disque tournant que lorsque l’effet Coriolis
est pris en compte [107, 108], pre´sentent une croissance plus faible que les tourbillons CF. Elles ont
e´galement e´te´ observe´es dans les couches limites d’Ekman par Faller & Kaylor [59] ainsi que sur paroi
rigide par Lingwood [107] mais en 2006, Colley & al. [42], avec un dispositif plus pre´cis, notent quant
a` eux que les instabilite´s de Type II n’apparaissent que sur parois compliantes.
Signalons enfin l’existence d’instabilite´s de type III identifie´es par Mack [118] ; spe´cifiques aux e´cou-
lements sur disque tournant, elles posse`dent une valeur de αi largement ne´gative [34] mais sont toutefois
conside´re´es comme stables en raison de leur vitesse de groupe centripe`te. Selon Lingwood [107], ces
perturbations peuvent coalescer avec celles de Type I pour former une instabilite´ absolue ; celle-ci peut
eˆtre stabilise´e graˆce a` la compliance, jusqu’a` disparaˆıtre totalement [47].
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1.4.2 Instabilite´s d’origine solide
Les instabilite´s regroupe´es sous le terme d’hydro- ou ae´roe´lastiques naissent de la de´formation de
la paroi, et sont par conse´quent absentes des e´coulements sur paroi rigide. De nature essentiellement
non-visqueuse, leur apparition peut eˆtre pre´dite avec pre´cision depuis les travaux de Carpenter &
Garrad [29, 30].
1.4.2.1 Instabilite´s de paroi ou Travelling Wave Flutters (TWF).
Les ondes TWF (parfois aussi appele´es ”resonant mode” [158]) se propagent sur paroi de´formable
meˆme en l’absence d’e´coulement. Elles s’apparentent en cela a` l’onde produite lors de la percussion
d’une membrane, ou a` celle d’un lac dans lequel tombe une pierre. En pre´sence d’e´coulement, ces
perturbation sont modifie´es et peuvent devenir instables si la paroi est suffisamment flexible. Physi-
quement, Benjamin [12] a de´montre´ que ces ondes sont de´stabilise´es par le cisaillement de la paroi et
Carpenter & al. [27] ont prouve´ que cette de´stabilisation, provenant d’un transfert e´nerge´tique irre´-
versible du fluide vers la paroi, est lie´e au travail de la perturbation de pression lorsque celle-ci n’est
plus en opposition de phase avec le de´placement de paroi. La pre´sence d’une couche de cisaillement
est donc ne´cessaire a` la destabilisation des ondes TWF, meˆme si celles-ci sont d’origine non visqueuse.
L’e´tude nume´rique re´alise´e par Carpenter & Garrad [29] montre que les ondes TS, une fois passe´
leur nombre de Reynolds critique, couvrent une large gamme de nombre d’onde α, mais que lorsque le
nombre de Reynolds augmente, cette gamme tend a` se re´tre´cir. A l’inverse, les trois zones d’instabilite´
hydroe´lastique des modes TWF partent de l’origine et progressent conjointement avec le nombre d’onde
et celui de Reynolds (cf. fig. 1.10).
Cette diffe´rence se retrouve de fac¸on plus nette dans le plan Re-F sur les courbes produites par
Lucey & Carpenter [117], comme l’illustre la fig. 1.11.
La fig. 1.12(a) (base´e sur la figure 2b de Lucey et al. [114]), issue de la simulation nume´rique d’une
onde de paroi se propageant sur un panneau compliant, met en e´vidence la nature convective de l’onde
de paroi, ici pre´sente sous forme de deux paquets d’onde se´pare´es.
L’action d’un amortissement interne a` la paroi sur les ondes TWF est (a` l’instar de la compliance)
inverse de celle sur les ondes TS [29, 30, 168]. En effet, on observe une stabilisation des ondes de paroi
lorsque le syste`me fluide-solide perd de l’e´nergie, c’est-a`-dire lorsqu’une partie l’e´nergie globale est
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Figure 1.10 – Courbes de stabilite´ marginale d’une couche limite de Blasius sur reveˆtement de type
Kramer sans substrat (E = 5 × 105 Pa). La zone cerne´e d’un trait plein repre´sente le domaine
d’instabilite´ du mode TS, celle dans le trait ombre´ le domaine d’instabilite´ des modes TWF. Les
motifs illustrent l’effet de´stabilisant de l’amortissement viscoe´lastique du reveˆtement sur le mode TS.
(d’apre`s Carpenter & Garrad [29])
Figure 1.11 – Courbes de stabilite´ marginale des ondes TS (TSW) et de paroi (TWF) dans une
couche limite de Blasius sur reveˆtement de type Kramer (d’apre`s Lucey & Carpenter [117])
dissipe´e par pertes viscoe´lastiques dans la paroi [105, 12].
Pour finir, soulignons l’importance de l’hypothe`se d’un e´coulement paralle`le dans l’e´tude des ondes
de paroi : Yeo et al. [178] ont de´montre´ que le non-paralle´lisme de l’e´coulement (qui peut notamment
provenir de la croissance de la couche limite) est fortement de´stabilisant pour les TWF a` faible nombre
de Reynolds.
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(a) Evolution spatio-temporelle de l’onde TWF. (b) Evolution spatio-temporelle de l’instabilite´ de
divergence.
Figure 1.12 – Profils de de´placement de la paroi obtenus par simulation nume´rique. L’onde de paroi,
dirige´e de gauche a` droite, est ge´ne´re´e pre`s du bord amont d’un court panneau compliant. (D’apre`s
Lucey et al. [114]). Ces repre´sentations, qui illustrent le caracte`re convectif des ondes TWF et absolu
de l’instabilite´ de divergence, sont a` rapprocher des fig. 1.5(a) et 1.5(b).
1.4.2.2 Instabilite´ de divergence
L’instabilite´ de divergence (SD), dont l’e´volution est illustre´e par la figure 1.12(b), se caracte´rise
par une se´rie de bosses et de creux quasiment immobiles, souvent visibles a` l’oeil nu, telles qu’on
peut en observer par exemple sur le ventre des ce´tace´s (cf. fig. 1.13). Sa formation s’explique par
un phe´nome`ne cyclique auto-entretenu, a` savoir que l’e´coulement qui passe sur un relief de la paroi
provoque a` l’arrie`re de celle-ci un effort de succion ; celui-ci, lorsqu’il devient important, n’est plus
compense´ par les forces de restructurations de la paroi et commence a` creuser la zone situe´e derrie`re
la bosse, favorisant ainsi la formation de la bosse suivante. C’est ce meˆme me´canisme (bien que la
paroi soit ici cohe´rente et non granulaire) qui intervient dans le processus de formation des rides de
sables et, a` plus grande e´chelle, des dunes [5]. On notera d’ailleurs une similitude visuelle entre ces
phe´nome`nes ge´ologiques et les rides visibles sur la figure 1.14, issue de l’expe´rience de Gad–el–Hak et
al. [70] ; A l’occasion de celle-ci, Gad–el–Hak et al. ont observe´ des instabilite´s de divergence ayant
une amplitude de l’ordre de l’e´paisseur du reveˆtement, une vitesse de phase ge´ne´ralement infe´rieure a`
5% de la vitesse d’e´coulement du fluide, et une forme non sinuso¨ıdale asyme´trique avec alternance de
pics tre`s marque´s et de creux peu profonds. Cette forme singulie`re sera ulte´rieurement attribue´e par
Lucey et al. [115] aux effets non line´aires dans le fluide et la paroi.
Gad–el–Hak et al. [70] constatent e´galement que l’apparition de l’instabilite´ de divergence est
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Figure 1.13 – Visualisation de l’instabilite´ de divergence en nage rapide sur le ventre d’un dauphin.
Photo extraite d’Aleyev [2]
Figure 1.14 – Mise en e´vidence de l’instabilite´ de divergence sur un mate´riau viscoe´lastique homoge`ne
dans la zone turbulente ge´ne´re´e par un e´le´ment de rugosite´. (Figure extraite de Gad–el–Hak et al. [70]
indissociable de la turbulence de la couche limite. Or Lucey et al. [113] de´montrent par la simulation
nume´rique que la vitesse critique d’apparition de l’instabilite´ est d’autant plus basse que le gradient
de vitesse a` la paroi est e´leve´. Ce gradient de vitesse parie´tal e´tant, a` vitesse e´gale, plus important
dans une couche limite en re´gime turbulent qu’en re´gime laminaire, ceci explique l’importance de la
turbulence dans la de´stabilisation de l’onde. (cf. aussi Yeo et al. [179]).
En ce qui concerne la mobilite´ de ce mode, la figure 1.12(b) montre le re´sultat de la simulation
nume´rique d’un panneau compliant soumis a` une instabilite´ de divergence ge´ne´re´e a` l’instant initial
par une aspe´rite´ (Lucey et al. [114]) ; le paquet d’ondes se propage de part et d’autre de son point
d’apparition, s’apparentant ainsi a` une instabilite´ de type absolue. Cette expe´rience confirme les tra-
vaux the´oriques de Carpenter & Garrad [30] qui ont montre´ en utilisant la the´orie potentielle que cette
instabilite´ posse`de une vitesse de groupe nulle a` son seuil d’apparition et qu’une fois apparue, elle se
propage en aval a` une vitesse tre`s faible par rapport a` celle de l’e´coulement.
Signalons que les re´sultats expe´rimentaux ne s’accordent pas quantitativement avec ceux de la
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the´orie potentielle. En effet, la couche limite (absente de la the´orie potentielle) re´duit les fluctuations
de pression en proche paroi et augmente ainsi le nombre de Reynolds critique [113]. Par rapport au
seuil d’apparition pre´dit par la the´orie potentielle, il est donc possible d’employer des parois plus
compliantes sans pour autant engendrer d’instabilite´ de divergence.
Reste que le constat de la quasi-immobilite´ de cette instabilite´, qualitativement valable et corro-
bore´ par l’expe´rience [70, 68], lui vaut d’eˆtre ge´ne´ralement conside´re´e comme absolue.
Il existe toutefois une incertitude sur la classification de ce mode. En effet, Gad–el–Hak et al. [70]
ont montre´ en 1984 qu’un amortissement visqueux e´tait ne´cessaire a` l’apparition de l’instabilite´ de
divergence ; Landahl [105] par e´tude the´orique, ou Carpenter& Davies [50] par simulation nume´rique,
entre autres, aboutissent a` cette meˆme conclusion. Cette sensibilite´ pose proble`me car elle prouve
que l’instabilite´ de divergence est destabilise´e par un transfert irre´versible d’e´nergie et l’apparente
ainsi a` une instabilite´ de classe A (voir chapitre suivant), par nature convective. Il faut attendre
1997 pour que Lucey et al. [115] re´solvent ce paradoxe en distinguant deux types d’instabilite´s de
divergence : l’une, non-line´aire, est celle observe´e par Gad–el–Hak et al. [70] qui a` grande vitesse
d’e´coulement est physiquement caracte´rise´e par une alternance de pics tre`s marque´s et de creux peu
profonds et se re´ve`le indissociable d’un amortissement ; l’autre, line´aire, prend la forme de plusieurs
modes sinuso¨ıdaux superpose´s ; c’est cette dernie`re qui domine lorsque la dissipation est faible dans la
paroi.
Cette distinction permet d’e´clairer le constat de Lucey & Carpenter [116] selon lequel, sur des
panneaux compliants de longueur finie, les conditions de bord s’ajoutent -voire se substituent- a` la
dissipation pour de´stabiliser la divergence en brisant l’e´quilibre entre forces de pression de´stabilisantes
et forces de restructuration stabilisantes ; a` l’inverse, sur des panneaux compliants de longueur infinie,
seule la dissipation induit ce de´se´quilibre en ralentissant les ondes de surface, et favorisant ainsi le
transfert d’e´nergie depuis le fluide vers la paroi. Carpenter& Garrad [30] observent pour leur part
que sur des panneaux compliants de longueur finie, le taux de croissance de l’instabilite´ de divergence
est plus important en l’absence d’amortissement et dans le meˆme article, concluent que l’instabilite´
de divergence, meˆme si elle naˆıt bel et bien d’une onde de classe A, ne peut s’inscrire de fac¸on
satisfaisante dans cette classification. En conclusion, Carpenter & Morris [32] affirment que l’instabilite´
de divergence peut annihiler les effets be´ne´fiques de n’importe quel type de controˆle de transition, et
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qu’il faut donc impe´rativement e´viter son apparition.
1.4.3 Instabilite´s absolues ge´ne´re´es par coalescence
Comme il a e´te´ dit pre´ce´demment, une instabilite´ est absolue si sa vitesse de groupe est nulle
ou quasi-nulle, c’est-a`-dire si elle reste globalement immobile tout en se propageant simultane´ment en
amont et en aval de son point d’apparition. Ces instabilite´s tre`s dangereuses, pre´sentes dans les couches
limites de Blasius comme l’ont de´montre´ the´oriquement Carpenter & Garrad [30] puis expe´rimentale-
ment Lucey et al. [114], peuvent naˆıtre de la coalescence entre deux modes convectifs sous certaines
conditions. Pour identifier un tel phe´nome`ne il est ne´cessaire de connaˆıtre les proprie´te´s spatiales et
temporelles des modes concerne´s, ainsi que d’analyser les singularite´s de la relation de dispersion ;
celle-ci, de forme D(ω, α) = 0 (ou` ω est la fre´quence complexe et α le nombre d’onde complexe), est
linearise´e puis re´solue analytiquement ou numeriquement afin d’en de´terminer les racines. Les singu-
larite´s ainsi obtenues sont identifie´es par leurs coordonne´es (α0, ω0), avec α0 et ω0 complexes. Yeo &
al [179], qui ont e´tudie´ la relation de dispersion d’e´coulements sur parois avec amortissement visco-
e´lastique, ont e´tabli que les instabilite´s absolues n’y sont pas un phe´nome`ne marginal mais peuvent
au contraire survenir pour une grande plage de nombres de Reynolds et de parame`tres de parois.
Une condition ne´cessaire -mais non suffisante- a` l’apparition d’une instabilite´ absolue par coales-
cence est donc d’avoir une vitesse de groupe nulle, ce qui implique un extre´mum dans la variation de
ω en un point α0 ou`
∂ω
∂α
(α0) = 0 (en supposant qu’il existe toujours une solution ω(α) a` la relation de
dispersion) ; cette singularite´ est localise´e dans le plan complexe α en un lieu appele´ ”point de selle”
(saddle point) ou ”point de pincement” (pinch point) ; cette dernie`re de´nomination correspond a` la
condition e´quivalente
∂D
∂α
(α0, ω0) = 0.
Selon le crite`re de´rive´ dans un contexte ge´ne´ral par Bers [13], la condition comple´mentaire pour que
la perturbation engendre´e soit absolument instable est qu’elle soit amplifie´e dans le temps, c’est-a`-dire
qu’elle corresponde a` une singularite´ dans le demi-plan ωi positif (ω0i > 0). Ce crite`re rejoint celui
e´tabli par Huerre & Monkiewitz [135] : pour qu’une instabilite´ absolue existe, une intersection entre
les deux modes coalescents doit survenir dans le plan complexe α (plan de Fourier) pour une valeur
de ωi positive. La localisation dans le plan complexe ω de la singularite´ (point en-dessous duquel il
n’est plus possible d’abaisser le contour de Laplace) est nomme´ branch point.
Cependant, l’instabilite´ re´sultante ne sera absolue que si, pour des valeurs de ωi tre`s hautes (taux
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(a) (b)
Figure 1.15 – Visualisation de la coalescence entre un mode TS et un mode e´vanescent dans une
couche limite de Blasius sur une paroi compliante amortie, pour Re = 2000 ; a : dans le plan de
Laplace (branch point) ; b : dans le plan de Fourier (pinch point) (Figures extraites de Wiplier &
Ehrenstein [174])
d’amplification temporelle e´leve´), les deux modes coalescents se situent de part et d’autre de l’axe re´el
dans le plan de Fourier, avant de se rejoindre dans le demi-plan infe´rieur lorsque ωi diminue. Le fait de
re´duire ωi revient a` abaisser le contour de Laplace dans le plan du meˆme nom (plan complexe ω). Le
mode qui, dans le plan complexe α, franchit l’axe des re´els au cours de cette ope´ration correspond a`
une perturbation qui se propage vers l’aval en s’amplifiant, tandis que celui qui reste dans le demi-plan
infe´rieur correspond a` une perturbation qui se propage vers l’amont en de´croissant.
La me´thode d’identification des instabilite´s absolues ge´ne´re´es par coalescence e´labore´e par Brigg [16]
pour la physique des plasmas, alterne analyse de stabilite´ temporelle (qui de´termine la fre´quence com-
plexe ω = ωr+ iωi des modes propres a` partir d’un nombre d’onde re´el α donne´) et analyse de stabilite´
spatiale (qui de´termine le nombre d’onde complexe α = αr + iαi des modes propres partir d’une
fre´quence re´elle ω donne´e). C’est a` partir de cette me´thode spatio-temporelle que Brazier-Smith &
Scott [14] ont mis en e´vidence l’existence d’instabilite´s absolues dans un e´coulement potentiel sur paroi
compliante au-dela` d’une vitesse critique. Ces instabilite´s, susceptibles d’eˆtre absolues sur un panneau
compliant amorti infiniment long, sont assimile´es a` un mode de divergence statique par Carpenter &
Garrad [30] ainsi que Lucey & Carpenter [116]. Comme il a e´te´ dit pre´ce´demment, cette instabilite´,
bien que mise en e´vidence par analyse line´aire locale, correspond a` une instabilite´ absolue dans le
syste`me global [174].
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Dans une couche limite de Blasius, l’apparition sur paroi viscoe´lastique de l’instabilite´ absolue mise
en e´vidence par Yeo & al [179], est attribue´e par Wiplier & Ehrenstein [174] a` la coalescence entre
le mode TS se propageant vers l’aval de l’e´coulement et le mode e´vanescent se propageant vers son
amont. Un autre type de coalescence sur paroi compliante a e´te´ mis en e´vidence par Carpenter, Gaster
&Willis [31] puis Carpenter & Garrad [29, 30] ; elle implique les modes TS et TWF et donne naissance a`
une instabilite´ puissante ; ce ”mode transitionnel” a ensuite e´te´ de´taille´ par Sen & Arora [158], lesquels
soulignent toutefois la difficulte´ d’inclure une telle instabilite´ dans une classification e´nerge´tique –
proble`me de´ja` souleve´ par Carpenter & Garrad [30]– et lui pre´fe`rent l’appellation d’instabilite´ de
Kelvin-Helmoltz (ou KH).
Carpenter & Davies [50], qui attribuent e´galement l’apparition du mode transitionnel a` une coa-
lescence TS-TWF, mettent en e´vidence -a` l’aide de la the´orie potentielle- l’existence d’un autre type
de coalescence impliquant l’instabilite´ de divergence et le mode TWF, tout en sugge´rant cependant
qu’il pourrait s’agir d’une autre version de la coalescence pre´ce´dente.
La distinction entre les diffe´rentes instabilite´s e´mergeant par coalescence n’est pas toujours evi-
dente, puisque M.Gad-el-Hak [69], dans sa synthe`se sur les connaissances relatives aux parois com-
pliantes, pre´cise que l’instabilite´ de divergence statique est tre`s difficilement discernable du mode
transitionnel.
Pour finir, signalons que des coalescences peuvent e´galement eˆtre observe´es dans une couche limite
tridimensionnelle sur paroi rigide ; Lingwood [107] a ainsi re´ve´le´ l’existence sur disque tournant de deux
types de coalescence dont l’une, qui respecte les deux crite`res e´nonce´s plus hauts, est ge´ne´ratrice d’une
instabilite´ absolue non-visqueuse. Cooper & Carpenter [47] ont de´montre´ graˆce a` l’analyse line´aire que
cette instabilite´ pouvait eˆtre fortement stabilise´e par de faibles niveaux de compliance.
Lingwood [107] conclut que cette instabilite´ absolue, qui ne doit rien a` l’effet Coriolis ni a` la
courbure du disque, est susceptible de se produire e´galement sur une aile en fle`che ; cependant, l’e´tude
de cette configuration (voir par exemple celle de Lingwood elle-meˆme [109]), ne parvient a` mettre
en e´vidence qu’une instabilite´ absolue dans le sens longitudinal et non transversal. Koch [100], qui
n’observe lui non plus aucune perturbation absolument instable sur des ailes en fle`che, reconnaˆıt que
la me´thode employe´e par Lingwood et lui-meˆme (une alternative a` la me´thode de Briggs nomme´e
”Steepest-Descent” et mise au point par Gaster [72]) ne permet de conclure de fac¸on de´finitive ni sur
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la pre´sence, ni sur l’absence d’instabilite´s absolues [100]. On notera que Bers [13] et Brevdo [15] ont
abouti a` la meˆme conclusion en e´tendant la me´thode de Briggs aux e´coulements tridimensionnels ;
l’existence d’une instabilite´ absolue y est soumise a` celle d’un ”double pinch point”, pre´sent a` la fois
dans le plan complexe α et dans le plan complexe β, qui garantit son immobilite´ dans les directions
longitudinale et transversale. Mais ni Bers ni Brevdo n’ont pu mettre en e´vidence un tel phe´nome`ne
sur une aile en fle`che.
1.4.4 Typologies des instabilite´s
Plusieurs de´cennies d’e´tudes consacre´es a` l’influence de la compliance sur les e´coulements incom-
pressibles ont permis de caracte´riser les instabilite´s e´voque´es pre´ce´demment selon diffe´rents syste`mes
de classification.
Le plus simple, que l’on doit a` Carpenter & Garrad [29, 30], se base sur le milieu ge´ne´rant l’in-
stabilite´ ; les instabilite´s ge´ne´re´es par la paroi y sont regroupe´es sous le terme de FISI (Flow Induced
Surface Instabilities). Ce syste`me pre´sente un inconve´nient : les instabilite´s ge´ne´re´es pas coalescence
sont hybrides par nature et ne peuvent donc entrer dans l’une ou l’autre de ses cate´gories.
La classification duˆe a` Benjamin [11] et Landahl [105], quant a` elle, cate´gorise les perturbations
selon l’influence qu’exerce sur eux une variation d’e´nergie globale du syste`me -plus concre`tement, selon
leur re´ponse a` la pre´sence de dissipation dans la paroi.
La classe A regroupe les perturbations –nomme´es ”negative energy waves” (NEW) dans le domaine
de la physique des plasma– qui se trouvent destabilise´es par une dissipation d’e´nergie dans la paroi,
comme c’est le cas des ondes TS par exemple.
A l’inverse, La classe B regroupe celles –nomme´es ’positive energy waves’ (PEW)– dont l’amplitude
se trouve re´duite par un amortissement dans la paroi. On y compte principalement les TWF.
Enfin, une troisie`me cate´gorie appele´e classe C regroupe les modes globalement inaffecte´s par la
dissipation d’e´nergie dans la paroi, telles que les instabilite´s ge´ne´re´es par coalescence (voir chapitre
pre´ce´dent).
La fig. 1.16 re´sume les diffe´rentes instabilite´s observables dans une couche limite incompressible en
pre´sence de parois compliantes, selon la typologie de Benjamin [11] et Landahl [105].
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Instabilités fluide-solide sur paroi compliante 
Instabilités 
d’origine fluidique 
Instabilités d’origine 
solide (FISI) 
TWF  
(convective  de 
classe B / PEW) 
TS 
 (convective  de 
classe A / NEW) 
Divergence  
(absolue de classe C) 
Coalescence modale 
Transitionnelle 
 (absolue de classe C) 
Figure 1.16 – Typologie des instabilite´s fluide-solide pour la couche limite incompressible sur paroi
compliante. (d’apre`s la figure 1 de Gad-El-Hak [69])
La troisie`me classification, duˆe a` Huerre & Monkewitz [135], a de´ja` e´te´ e´voque´e et cate´gorise les
instabilite´s en deux familles : convectives et absolues. Rappelons que ce classement, qui n’a de sens
que dans le cadre d’un e´coulement paralle`le, peut toutefois eˆtre ge´ne´ralise´ aux e´coulements e´voluant
spatialement a` condition que cette e´volution soit suffisamment progressive.
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Chapitre 2
Formulation du proble`me de stabilite´
La premie`re partie de chapitre passe en revue les mode´lisations mathe´matiques de l’e´coulement
–issues de l’e´quation de Naviers-Stokes– pour les diverses configurations d’e´coulement e´tudie´es. Les
e´quations ainsi obtenues sont alors adimensionne´es et line´arise´es en vue d’une re´solution nume´rique.
Dans la seconde partie, les conditions aux limites de la couche limite sont e´nonce´es, tant a` la
jonction avec l’e´coulement externe qu’au contact de la paroi, et la` encore des choix sont faits pour
rendre compte de la re´alite´ physique.
2.1 Equations de Navier Stokes linearise´es pour les petites pertur-
bations dans un fluide incompressible.
Si l’on ne´glige les forces externes et l’effet de la gravite´, un fluide incompressible est gouverne´ par
les e´quations de conservation de la masse et de quantite´ de mouvement. Pour un fluide Newtonien, ce
sont les e´quations de Navier-Stokes qui, dans la notation d’Einstein ou` les composantes de ~U∗ sont
note´es U∗i (i = 1, 2, 3), s’e´crivent (les grandeurs dote´es d’un aste´risque sont dimensionne´es) :
∂U∗i
∂xi
= 0 (E-2.1a)
ρ∗(
∂U∗i
∂t
+ U∗j
∂U∗i
∂xj
) = −
∂P ∗
∂xi
+ µ∗
∂2U∗i
∂xj∂xj
(E-2.1b)
ou` ρ∗ est la masse volumique du fluide en kg/m3 et µ∗ sa viscosite´ dynamique en kg.(m.s)−1.
On de´compose alors les caracte´ristiques de l’e´coulement (pression P ∗ et composantes U∗i de la
33
CHAPITRE 2. FORMULATION DU PROBLE`ME DE STABILITE´
vitesse) en une partie temporellement moyenne (P¯ ∗, U¯∗i ) et une partie fluctuante (p
∗, u∗i ) ; cette
ope´ration est connue sous le nom de ”de´composition de Reynolds”. On proce`de ensuite a` la moyenne
de ces e´quations afin d’obtenir les e´quations du mouvement moyen :
∂U¯∗i
∂xi
= 0 (E-2.2a)
ρ(
¯∂U∗i
∂t
+ U¯∗j
¯∂U∗i
∂xj
+ u∗j
∂u∗i
∂xj
) = −
∂P¯ ∗
∂xi
+ µ.
∂2U¯∗i
∂xj∂xj
(E-2.2b)
Apre`s recoupement avec les e´quations 2.1, les e´quations pre´ce´dentes donnent :
∂u¯∗i
∂xi
= 0 (E-2.3a)
ρ(
¯∂U∗i
∂t
+ U¯∗j
¯∂U∗i
∂xj
) =
∂
∂xj
(−P¯ ∗ × δij + µ.(
∂U¯∗i
∂xj
+
∂U¯∗j
∂xi
)− ρu∗iu
∗
j ) =
∂σij
∂xj
(E-2.3b)
δij e´tant le symbole de Kronecker. Le terme −ρu∗iu
∗
j , non line´aire, est issu de la partie gauche de
l’e´quation mais traditionnellement associe´ au terme de viscosite´ du second membre car il peut eˆtre
conside´re´ comme une contrainte ; ce terme exprime des contraintes turbulentes e´galement nomme´es
tensions de Reynolds. L’ensemble des termes de la parenthe`se du second membre constitue une ma-
trice de contraintes moyennes σ englobant la pression, les contraintes de viscosite´ et celles dues a` la
trubulence.
A partir des e´quations 2.3, des simplifications sont ensuite possibles en fonction du type d’e´coule-
ment conside´re´.
2.1.1 Cas d’un e´coulement laminaire
Pour un fluide newtonien de densite´ constante en re´gime laminaire, le terme −ρu∗iu
∗
j est, sinon nul,
du moins ne´gligeable face a` la viscosite´ du fluide. La matrice des contraintes moyennes est donc e´gale
a` :
σ =


−P¯ ∗ 0 0
0 −P¯ ∗ 0
0 0 −P¯ ∗

+ µ


2
∂U¯∗
∂x
∂U¯∗
∂y
+
∂V¯ ∗
∂x
∂U¯∗
∂z
+
∂W¯ ∗
∂x
∂V¯ ∗
∂x
+
∂U¯∗
∂y
2
∂V¯ ∗
∂y
∂V¯ ∗
∂z
+
∂W¯ ∗
∂y
∂W¯ ∗
∂x
+
∂U¯∗
∂z
∂W¯ ∗
∂y
+
∂V¯ ∗
∂z
2
∂W¯ ∗
∂z


.
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Avec ~U∗(U∗, V ∗,W ∗). En tenant compte de l’e´quation de continuite´ dans le mouvement moyen
∂U¯∗i
∂xi
=
0, l’e´quation 2.3 devient :
ρ(
¯∂U∗i
∂t
+ U¯∗j
¯∂U∗i
∂xj
) = −
∂P¯ ∗
∂xi
+ µ.∆U¯∗i
Ces e´quations sont alors adimensionne´es en normalisant les vitesses par la vitesse de l’e´coulement
libre Ue, les longueurs par la longueur caracte´ristique L, la pression par ρU
2
e et le temps par
L
Ue
. La
couche limite e´tant suffisamment fine et le nombre de Reynolds Re =
UeL
ν
suffisamment e´leve´, on
obtient en tenant compte de l’e´quation de continuite´, le syste`me d’equations moyenne´es :
∂U¯
∂x
+
∂V¯
∂y
+
∂W¯
∂z
= 0 (E-2.4a)

∂U¯
∂t
+ U¯
∂U¯
∂x
+ V¯
∂U¯
∂y
+ W¯
∂U¯
∂z
= −
∂P¯
∂x
+
1
Re
×∆U¯
∂V¯
∂t
+ U¯
∂V¯
∂x
+ V¯
∂V¯
∂y
+ W¯
∂V¯
∂z
= −
∂P¯
∂y
+
1
Re
×∆V¯
∂W¯
∂t
+ U¯
∂W¯
∂x
+ V¯
∂W¯
∂y
+ W¯
∂W¯
∂z
= −
∂P¯
∂z
+
1
Re
×∆W¯
(E-2.4b)
En posant l’hypothe`se d’un e´coulement paralle`le (donc ou` les variations de vitesse moyenne selon
x et z sont ne´gligeables par rapport aux variations selon y), on aboutit au syste`me d’equations des
perturbations :
∂u
∂x
+
∂v
∂y
+
∂w
∂z
= 0 (E-2.5a)

∂u
∂t
+ U¯
∂u
∂x
+ v
∂U¯
∂y
+ V¯
∂u
∂y
+ W¯
∂u
∂z
= −
∂p
∂x
+
1
Re
×∆u
∂v
∂t
+ U¯
∂v
∂x
+ v
∂V¯
∂y
+ V¯
∂v
∂y
+ W¯
∂v
∂z
= −
∂p
∂y
+
1
Re
×∆v
∂w
∂t
+ U¯
∂w
∂x
+ v
∂W¯
∂y
+ V¯
∂w
∂y
+ W¯
∂w
∂z
= −
∂p
∂z
+
1
Re
×∆w
(E-2.5b)
(On conside`re l’ordre de grandeur des termes fluctuants infe´rieur a` celui des termes moyens, c’est
pourquoi leurs termes quadratiques sont ne´glige´s.)
Les parties fluctuantes sont alors de´compose´es selon les modes propres de Fourier :
p = pˆei(αx+βz−ωt) u = uˆei(αx+βz−ωt) v = vˆei(αx+βz−ωt) w = wˆei(αx+βz−ωt)
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En notant D = d/dy la de´rive´e selon y, et ∆ = −α2 + D2 − β2 l’ope´rateur Laplacien, les e´quations
2.3a et 2.3b deviennent :
iαuˆ+Dvˆ + iβwˆ = 0 (E-2.6a)

−iωuˆ+ U¯ × iαuˆ+ vˆ ×DU¯ + V¯ ×Duˆ+ W¯ × iβuˆ = −iαpˆ+
1
Re
×∆uˆ
−iωvˆ + U¯ × iαvˆ + vˆ ×DV¯ + V¯ ×Dvˆ + W¯ × iβvˆ = −Dpˆ+
1
Re
×∆vˆ
−iωwˆ + U¯ × iαwˆ + vˆ ×DW¯ + V¯ ×Dwˆ + W¯ × iβwˆ = −iβpˆ+
1
Re
×∆wˆ
(E-2.6b)
Ces e´quations line´arise´es sont ensuite nume´rise´es dans leur forme primitive, avec pˆ, uˆ, vˆ et wˆ
comme variables d’e´coulement. La me´thode de collocation spectrale de Chebyshev employe´e a` cette
fin (comme fre´quement dans ce domaine [88, 89, 94]), a prouve´ sa validite´ aussi bien sur paroi rigide
que compliante [119, 169, 48, 29, 30, 4].
2.1.2 Cas d’un e´coulement turbulent
Les e´quations 2.3 restent valables lorsque le re´gime de l’e´coulement est turbulent, avec toutefois
une expression du tenseur des contraintes qui tient compte de la turbulence :
σ=


−P¯ ∗ 0 0
0 −P¯ ∗ 0
0 0 −P¯ ∗


+µ


2
∂U¯∗
∂x
∂U¯∗
∂y
+
∂V¯ ∗
∂x
∂U¯∗
∂z
+
∂W¯ ∗
∂x
∂V¯ ∗
∂x
+
∂U¯∗
∂y
2
∂V¯ ∗
∂y
∂V¯ ∗
∂z
+
∂W¯ ∗
∂y
∂W¯ ∗
∂x
+
∂U¯∗
∂z
∂W¯ ∗
∂y
+
∂V¯ ∗
∂z
2
∂W¯ ∗
∂z


+ρ


−uˆ2 −uˆvˆ −uˆwˆ
−vˆuˆ −vˆ2 −vˆwˆ
−wˆuˆ −wˆvˆ −wˆ2


.
Les termes supple´mentaires lie´s aux contraintes de Reynolds introduisent de nouvelles inconnues ; pour
y reme´dier, on peut avoir recours a` des relations ou des e´quations dites ”de fermeture”. La me´thode
la plus simple, qui permet de travailler sur les e´quations moyennes sans introduire d’e´quation supple´-
mentaire, utilise des mode`les de turbulence dits ”mode`les a` ze´ro e´quation”. Dans l’e´tude d’une couche
limite bidimensionnelle en e´coulement permanent, la contrainte turbulente principale qui intervient
dans l’e´quation de la dynamique du mouvement moyen est −ρuv qui sera exprime´ par :
−ρuv = µt
∂U¯
∂y
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le coefficient µt e´tant appele´ viscosite´ dynamique de turbulence par analogie avec la viscosite´ µ. µt ;
toutefois, contrairement a` celle-ci, µt n’est pas une propre´te´ inhe´rente au fluide et peut grandement
varier dans le temps et l’espace. Pour mode´liser ces variation, on a recours a` une longueur de me´lange
alge´brique lm obtenue empiriquement pour des e´coulements cisaille´s simples ; la formule exprimant
viscosite´ dynamique propose´e par Prandtl est alors :
µt = ρl
2
m|
∂U¯
∂y
|
La de´termination de lm donne lieu a` plusieurs strate´gies de ”de´coupage” de la couche limite ; en
effet, comme nous le verrons plus loin, le profil de vitesse dans une couche limite turbulente n’est
pas autosimilaire. Ce profil est ge´ne´ralement mode´lise´ en plusieurs tronc¸ons (re´gion de paroi, re´gion
logarithmique et re´gion exte´rieure) dont chacun posse`de sa propre de´finition de lm. Cebeci & Smith
[35] propose un de´coupage en deux re´gions seulement (interne et externe) ; enfin, certains mode`les
proposent d’unifier la formulation de la longueur de me´lange pour toute la couche limite. Ainsi, Michel
[127] propose l’expression :
lm = (1− e
−
y
A )× tanh(
χy
0.085δ
) (E-2.7)
Ou` χ = 0.41 (constante de Von Karman) et A = 26ν
√
ρ
τw
(τw e´tant la contrainte de cisaillement a` la
paroi)
Il est a` noter que les mode`les a` ze´ro e´quation ne sont d’aucune efficacite´ dans les couches limites
a` fort gradient de pression adverse et dans les couches limites de´colle´es.
Les e´quations d’e´coulement affe´rentes seront de´taille´es dans le chapitre consacre´ aux e´coulements
turbulents.
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2.2 Ecoulements dans une couche limite 2D laminaire
Dans une couche limite 2D non stationnaire, les e´quations de Navier-Stokes se re´duisent a` :
∂U
∂x
+
∂V
∂y
= 0 (E-2.8a)

∂U
∂t
+ U
∂U
∂x
+ V
∂U
∂y
= −
∂P
∂x
+
1
Re
.∆U
∂V
∂t
+ U
∂V
∂x
+ V
∂V
∂y
= −
∂P
∂y
+
1
Re
.∆V
(E-2.8b)
Apre`s de´composition de Reynolds on obtient un syste`me qui, une fois modifie´ en fonction de la
configuration e´tudie´e, fournira les e´quations d’e´quilibre.
2.2.1 Couche limite 2D non aspire´e
Dans ce cas, les e´quations sont simplifie´es par l’absence de vitesse moyenne normale V¯ ; dans
l’hypothe`se d’un e´coulement paralle`le ou`
∂U¯
∂x
<<
∂U¯
∂y
, on obtient donc :
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0 (E-2.9a)

∂u
∂t
+ U¯
∂u
∂x
+ v
∂U¯
∂y
= −
∂p
∂x
+
1
Re
.∆u
∂v
∂t
+ U¯
∂v
∂x
= −
∂p
∂y
+
1
Re
.∆v
(E-2.9b)
Soit apre`s line´arisation :
iαuˆ+Dvˆ = 0 (E-2.10a)

(−iω + iαU¯ −
∆
Re
)uˆ+ (DU¯)vˆ + iαpˆ = 0
(−iω + iαU¯ −
∆
Re
)vˆ +Dpˆ = 0
(E-2.10b)
avec D = d/dy et ∆ = D2 − α2
La vitesse U¯ est obtenue graˆce au profil d’e´coulement (1) dans la couche limite ; celui-ci est fourni
par la re´solution nume´rique d’une e´quation aux de´rive´ees partielles -qui dans certains cas se simplifie
en e´quation diffe´rentielle.
(1). Profil que suit la vitesse d’e´coulement sur l’e´paisseur de la couche limite pour passer d’une valeur nulle au contact
de la paroi a` la vitesse d’e´coulement libre (cf. fig. 1.1)
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2.2.1.1 Solution de Blasius au profil d’e´coulement sur plaque plane a` gradient de pres-
sion nul
La configuration d’e´coulement visqueux la plus simple est celle d’une couche limite de fluide in-
compressible sur une plaque plane semi-infinie paralle`le a` l’e´coulement (cf. fig. 1.3). La vitesse de
l’e´coulement externe est constante dans ce cas, quelle que soit l’abscisse x conside´re´e : Ue(x) = cte.
Pour un e´coulement laminaire, l’e´chelle caracte´ristique de la couche limite est e´gale a` : δ(x) =
√
2
νx
Ue
;
dans le sens normal a` la paroi, la variable de similarite´ ξ =
y
δ(x)
est employe´e afin d’introduire la
fonction de courant ψ =
√
2ν.x.Ue×f(ξ) qui satisfait la continuite´ et fournit l’expression de la vitesse
du fluide adimensionne´e :
U(y)
Ue
= f ′(ξ) ou` f ′ =
df
dξ
.
Lorsqu’on cherche une solution autosimilaire (2) a` U(ξ), l’e´quation de conservation de la quantite´
de mouvement selon x fournit l’e´quation de Blasius :
f ′′′(ξ) + f(ξ)× f ′′(ξ) = 0 (E-2.11a)
f(0) = 0; f ′(0) = 0; f ′(∞) = 1; (E-2.11b)
C’est la re´solution nume´rique de cette e´quation qui nous fournira donc le profil de vitesse adimen-
sionne´e.
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Figure 2.1 – Profils de vitesse dans une couche limite 2D a` gradient de pression variable. En bleu :
couche limite de Blasius ; en vert : couche limite de Falkner-Skan pour un gradient de pression favorable
(m=0.7) ; en rouge : couche limite de Falkner-Skan pour un gradient de pression adverse (m=-0.09).
(2). Solution du profil U(ξ) qui ne diffe`re, d’une valeur a` l’autre de l’abscisse, que par un facteur d’e´chelle.
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2.2.1.2 Solution de Falkner-Skan au profil d’e´coulement bidimensionnel sur plaque plane
a` gradient de pression non nul
Dans le cas d’un e´coulement paralle`le sur une aile droite (3), la couche limite peut eˆtre mode´lise´e
localement sous forme d’une plaque plane incline´e selon un axe perpendiculaire a` l’e´coulement, d’un
angle βH .
π
2
(cf. fig. 2.2(b)) ; βH est de´nomme´ le parame`tre de Hartree.
Sur l’aile, cette inclinaison est indexe´e au facteur de gradient de pression m =
βH
2− βH
(donc a`
l’inverse : βH =
2m
1+m
). Celui-ci varie de 1 (bord d’attaque) a` 0 (point de pression minimale) sur
la partie avant de l’aile (gradient de pression favorable) ; sur la partie arrie`re, m est ne´gatif, ce qui
correspond a` un gradient de pression adverse (cf. fig. 2.2(a)). Pour une valeur de m fixe´e, la vitesse de
l’e´coulement externe est de´pendante de l’abscisse x : Ue(x) = cte× x
m.
 
m=1 
m<0 
(Gradient de pression adverse) 
m=0 
(Point de pression minimale) 
m>0 
(Gradient de pression favorable) 
(a) re´partition du gradient de pression sur une aile
droite
 
β .π/ 2  
(b) Mode´lisation locale sous forme d’une plaque
plane incline´e
Figure 2.2 – Couche limite 2D sur une aile droite
Cette approche, propose´e par Falkner & Skan en 1931 [58], permet l’obtention d’une solution
autosimilaire pour la vitesse d’e´coulement f ′(ξ) =
U(y)
Ue
, avec pour e´chelle caracte´ristique de la couche
limite : δ(x) =
√
2
m+ 1
×
νx
Ue
et pour valeur de la variable de similarite´ ξ =
y
δ(x)
= y
√
m+ 1
2
×
Ue
νx
.
La fonction de courant e´tant a` pre´sent ψ =
√
2
m+ 1
× ν.x.Ue×f(ξ), la solution autosimilaire s’obtient
donc a` partir de l’e´quation de Falkner-Skan :
f ′′′(ξ) + f(ξ).f ′′(ξ) +
2m
1 +m
.(1− f ′2(ξ)) = 0 (E-2.12a)
f(0) = 0; f ′(0) = 0; f ′(∞) = 1; (E-2.12b)
On constate au passage que la solution de Blasius est un cas particulier de Falkner-Skan corres-
pondant a` m=0, c’est a` dire au point de pression minimale ou` le gradient de pression est nul.
(3). Aile dont le bord d’attaque est perpendiculaire a` l’e´coulement
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2.2.2 Couche limite 2D aspire´e.
Deux choses se produisent lorsqu’on applique a` la couche limite une succion normale a` la paroi
de vitesse V0 : d’une part l’e´paisseur de la couche limite se re´duit, d’autre part le profil de la vitesse
moyenne s’y trouve modifie´ (cf. fig. 2.3) pour coller davantage a` la paroi –a` l’image de l’effet produit par
un gradient de pression ne´gatif ; ces deux effets contribuent a` retarder la transition vers la turbulence
[36], comme en attestent plusieurs e´tudes de stabilite´ line´aire et non-line´aire [93, 65].
En gardant les meˆmes hypothe`ses que pre´ce´demment, la vitesse V0 e´tant constante, les e´quations
d’e´quilibre se re´duisent a` :
∂V¯
∂y
= 0→ V = V0 (E-2.13)
V0
∂U
∂y
= ν
∂2U
∂y2
(E-2.14)
Equation diffe´rentielle dont la solution fournit le profil de vitesse adimensionne´ [86] :
U
U∞
= 1− e
(
y.V0
ν
)
(E-2.15)
U∞ e´tant la vitesse externe paralle`le a` la paroi. On constate que ce profil de vitesse est asympto-
tique ; son allure est repre´sente´e sur la fig. 2.3.
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Figure 2.3 – Profils de vitesse dans une couche limite 2D. En bleu : couche limite de Blasius ; en
rouge : couche limite aspire´e ; en noir : diffe´rence entre les deux profils.
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Il est pratique, pour les e´tudes de couches limites aspire´es, d’employer l’e´paisseur de de´placement
δ∗ comme grandeur caracte´ristique ; celle-ci a alors pour valeur :
δ∗ =
∫
∞
0
(1−
U
U∞
)dy = −
ν
V0
D’ou` le nombre de Reynolds relatif a` cette e´paisseur de de´placement :
Re =
U∞.δ
∗
ν
= −
U∞
V0
Les e´quations d’e´quilibre dans la couche limite, en tenant compte du syste`me du courant externe,
deviennent :
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0 (E-2.16a)

∂u
∂t
+ U¯
∂u
∂x
+
 
 
 
V¯
∂U¯
∂y
+ v
∂U¯
∂y
+ V¯
∂u
∂y
= −
∂p
∂x
+
1
Re
(
✓
✓
✓∂2U¯
∂y2
+∆u)
∂v
∂t
+ U¯
∂v
∂x
+ V¯
✓
✓
✓∂V¯
∂y
+ V¯
∂v
∂y
= −
∂p
∂y
+
1
Re
∆v
(E-2.16b)
Soit apre`s line´arisation :
iαuˆ+Dvˆ = 0 (E-2.17a)

(−iω + iαU¯ + V¯0D −
∆
Re
)uˆ+ (DU¯)vˆ + iαpˆ = 0
(−iω + iαU¯ + V¯0D −
∆
Re
)vˆ +Dpˆ = 0
(E-2.17b)
avec D = d/dy et ∆ = D2 − α2
2.3 Ecoulements dans une couche limite 3D laminaire
Sur les ailes en fle`che (4), la couche limite est balaye´e par une vitesse transversale W, donc tridimen-
sionnelle. Pour la mode´liser, il est ne´cessaire de prendre en compte dans les e´quations du mouvement,
en plus du facteur de gradient de pression m, l’inclinaison de l’aile sous forme d’un angle Λ (cf. fig.
2.4) ; celui-ci de´finit le lien entre les vitesses externes Ue et W∞ : Λ = arctan(
W∞
U∞
).
(4). Aile dont le bord d’attaque forme un angle Λ non nul avec la direction de l’e´coulement
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Les e´quations d’e´quilibre deviennent donc :
∂u
∂x
+
∂v
∂y
+
∂w
∂z
= 0 (E-2.18a)

∂u
∂t
+ U¯
∂u
∂x
+ v
∂U¯
∂y
+ W¯
∂u
∂z
= −
∂p
∂x
+
1
Re
.∆u
∂v
∂t
+ U¯
∂v
∂x
+ W¯
∂v
∂z
= −
∂p
∂y
+
1
Re
.∆v
∂w
∂t
+ U¯
∂w
∂x
+ v
∂W¯
∂y
+ W¯
∂w
∂z
= −
∂p
∂z
+
1
Re
.∆w
(E-2.18b)
Soit apre`s line´arisation :
iαuˆ+Dvˆ + iβwˆ = 0 (E-2.19a)

(−iω + iαU¯ + iβW¯ −
∆
Re
)uˆ+ (DU¯)vˆ + iαpˆ = 0
(−iω + iαU¯ + iβW¯ −
∆
Re
)vˆ +Dpˆ = 0
(−iω + iαU¯ + iβW¯ −
∆
Re
)wˆ + (DW¯ )vˆ + iβpˆ = 0
(E-2.19b)
avec D = d/dy et ∆ = D2 − α2 − β2
2.3.0.1 Solution de Falkner-Skan-Cooke aux profils d’e´coulement
Sur les fig. 2.4 et 2.5, qui illustrent la mode´lisation de la couche limite sur une aile en fle`che, les
pointille´s repre´sentent une ligne de courant externe. Dans le syste`me de coordonne´es lie´ a` l’aile, xw
suit le sens le bord d’attaque tandis que zw indique le sens transversal a` l’e´coulement et y la normale
a` la surface.
La fig. 2.5 illustre la re´partition des vitesses dans le plan xw-zw. La vitesse du courant exte´rieur
−→
Qe est projete´e une premie`re fois sur le repe`re lie´ a` l’aile selon deux composantes
−→
Ue et
−→
We ; celles-ci
permettent de calculer les vitesses dans la couche limite
−−→
U(y) et
−−−→
W (y), lesquelles sont alors projete´es a`
leur tour dans le repe`re lie´ a` la ligne de courant pour obtenir
−−−→
Uf (y) et
−−−−→
Wf (y). L’origine des tourbillons
Crossflow est lie´e a` l’inclinaison du courant externe par rapport au gradient de pression, de´composant
celui-ci dans le repe`re lie´ a` la ligne de courant en une composante longitudinale et une composante
transversale ; cette dernie`re illustre l’existence d’une force centrifuge associe´e a` la courbure R de la
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_Uf 
_Wf  Ondes TS 
Tourbillons CF 
Figure 2.4 – Mode´lisation de la couche limite sur une aile en fle`che de longueur infinie (d’apre`s
Corbett & Bottaro [48]).
ligne de courant :
∂p
∂z
=
−ρ×Q2e
R
. Or, la pression p e´tant constante selon y dans la couche limite
–donc son gradient selon z e´galement–, le rayon de courbure est force´ment plus faible pre`s de la paroi
que sur le courant externe, puisque la vitesse du fluide y est re´duite [36]. Il en de´coule une vitesse
transversale dirige´e vers le centre de la courbure, d’ou` le profil infle´chi de Wf visible sur la figure 2.4.
 
_We 
_Ue 
xw 
zw 
£Qe 
φ 
Λ 
x 
x∞ 
£U(y) 
£W(y) 
z 
£Uf (y) 
_Wf (y) 
Bord d’attaque _U∞ 
_W∞ 
_Q∞ 
Figure 2.5 – Composantes de la vitesse du fluide sur une aile en fle`che.
Ainsi, comme on peut le voir sur la fig. 2.6 extraite des travaux de L.M. Mack [119], le nombre
de Reynolds critique du mode CF reste a` peu pre`s constant entre βh = 1 et βh = 0.4 ; or la vitesse
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du fluide –et donc le nombre de Reynolds– augmente largement entre ces deux valeurs, c’est pourquoi
la zone la plus dangereuse en matie`re de transition se situe loin des bords de l’aile (βh < 0.4) ; la
pre´sente e´tude portera donc sur une re´gion ou` le repe`re lie´ a` la ligne de courant et celui lie´ au courant
externe sont pratiquement confondus (voir sur fig. 2.5), ce qui permet de simplifier la mode´lisation en
confondant les angles φ et Λ.
 
Φ=45° 
2D 
βH 
R
c
 
Figure 2.6 – Evolution du nombre de Reynolds critique de l’onde TS sur une aile droite (trait
pointille´), et des tourbillons CF sur une aile en fle`che (trait plein) (d’apre`s L.M. Mack [119])
Dans une couche limite tridimensionnelle, la solution autosimilaire au profil de vitesse s’obtient en
re´solvant un syste`me de deux e´quations. La premie`re est celle de Falkner-Skan qui fait intervenir dans
la direction xw la fonction f
′(ξ) =
U(y)
Ue
; la seconde, dite e´quation de Cooke, fait intervenir dans la
direction zw la fonction g(ξ) =
W (y)
We
qui fournit le profil de la vitesse transversale. On obtient ainsi
le syste`me d’e´quations de Falkner-Skan-Cooke :


f ′′′ + ff ′′ + βH(1− f
′2) = 0
g′′ + fg′ = 0
(E-2.20a)
f(0) = 0; f ′(0) = 0; g(0) = 0; f ′(∞) = 1; g(∞) = 1; (E-2.20b)
En choisissant de normaliser les vitesses Qe, U(y) et W (y) par Ue, on obtient : Q =
Qe
Ue
=
1
cosφ
,
U(y)
Ue
= f ′(ξ) et
W (y)
Ue
=
We
Ue
.g(ξ) = tanφ.g(ξ)). On obtient ainsi les composantes de la vitesse dans
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le syste`me lie´ a` la ligne de courant et normalise´es par Q [48] :


U(y)
Ue
= Q.cosφ.f ′(ξ)
W (y)
Ue
= Q.sinφ.g(ξ)
⇒


Uf .cosφ−Wf .sinφ = Q.cosφ.f
′(ξ)
Uf .sinφ+Wf .cosφ = Q.sinφ.g(ξ)
⇒


Uf (ξ)
Q
= f ′(ξ)cos2(φ) + g(ξ)sin2(φ)
Wf (ξ)
Q
= sin(φ)cos(φ)(g(ξ)− f ′(ξ))
(E-2.21)
Quelle que soit la valeur de l’angle φ comprise entre 0 et
π
2
, on constate que le profil deWf pre´sente
un point d’inflexion qui est a` l’origine les tourbillons Crossflow.
2.4 Ecoulements dans une couche limite 2D turbulente
2.5 Conditions aux limites
2.5.1 Conditions a` la limite de la jonction au courant externe
De`s lors que l’on se place a` la jonction du courant externe, les effets de la viscosite´ sont ne´gligeables
et se trouvent donc e´limine´es des e´quations pre´ce´dentes. Par ailleurs, la vitesse moyenne e´tant celle
du courant externe, sa valeur normalise´e est unitaire, et les de´rive´es selon y des vitesses moyennes
sont ne´gligeables en raison de leur profil asymptotique au raccordement (DU¯y→∞ = 0 ; DV¯y→∞ = 0 ;
DW¯y→∞ = 0).
Le syste`me d’e´quations 2.4 devient donc :
ßαuˆ+Dvˆ + iβwˆ = 0 (E-2.22a)

−iωuˆ+ iαuˆ+ V¯ Duˆ+ W¯ iβuˆ = −iαpˆ
−iωvˆ + iαvˆ + V¯ Dvˆ + W¯ iβvˆ = −Dpˆ
−iωwˆ + iαwˆ + V¯ Dwˆ + W¯ iβwˆ = −iβpˆ
(E-2.22b)
En e´liminant pˆ dans ces e´quations, on obtient une version tridimensionnelle de l’e´quation de Ray-
leigh :
(D2 − k2)× (−iω + iα+ V¯ D + W¯ iβ)vˆ = 0
Avec D = d/dy et k2 = α2 + β2.
Les racines du second terme sont relatives aux modes visqueux, donc seules celles de (D2 − k2),
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relatives aux modes de pression, sont pertinentes a` la jonction du courant externe. Elles sont de la
forme vˆ = Ae−k.y car vy→∞ = 0 et par de´finition, k > 0.
On en de´duit la premie`re condition a` la limite :
Dvˆ + kvˆ = 0 (E-2.23)
En de´finissant a` pre´sent le tourbillon normal ηˆy =
duˆ
dz
−
dwˆ
dx
, on obtient –a` partir des e´quations de
la quantite´ de mouvement selon x et z– l’e´quation de Squire selon laquelle ηˆy est nul a` la jonction du
courant externe :
(−iω + iα+ V¯ D + iβW¯ )ηˆy = 0→ ηˆy = 0
L’e´quation de la continuite´ donne quant a` elle :
iα2uˆ = −αDvˆ − iαβwˆ → ik2uˆ = −αDvˆ + βηˆy → uˆ = −
iα
k
vˆ
Ce qui fournit par de´rivation la seconde condition a` la limite :
Duˆ =
uˆ
vˆ
Dvˆ = −
uˆ
vˆ
kvˆ →
Duˆ+ kuˆ = 0 (E-2.24)
Enfin, une manipulation identique de l’e´quation de la continuite´ aboutit a` wˆ = −
iβ
k
vˆ →
Dwˆ + kwˆ = 0 (E-2.25)
Ces conditions a` la limite de la jonction du courant externe sont valables pour tous les cas de couches
limites envisage´es dans cette e´tude, qui s’effectue dans l’hypothe`se d’un e´coulement paralle`le perma-
nent.
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2.5.2 Conditions aux limites au contact de la paroi
2.5.2.1 Evolution historique de la compliance
Les diverses e´tapes de la mode´lisation des parois compliantes, dont l’historique a e´te´ e´tabli en
introduction, sont illustre´es et de´veloppe´es dans ce paragraphe. A l’origine, le constat de Gray [83] sur
les performances hydrodynamiques des ce´tace´s a conduit a` observer en de´tail leur e´piderme. La fig. 1,
vue en introduction, pre´sente une vue sche´matique de l’e´piderme et de la couche dermique supe´rieure
des dauphins. Cette dernie`re agit comme une membrane e´lastique transmettant toutes les fluctuations
de pression au derme, compose´ de tissus (les papilles dermiques) baignant dans un substrat graisseux.
L’angle forme´ par les papilles dermiques avec la verticale varie de 10 a` 80 degre´s le long du corps du
dauphin.
D’apre`s les calculs de Carpenter et al. [27], l’effet retardant de cette peau de dauphin serait optimise´
pour des vitesses de l’ordre de 9 m/s.
La premie`re paroi compliante s’inspirant des proprie´te´s de la peau de dauphin fut e´labore´e par
Kramer [101] en 1957 et se trouve sche´matise´e dans la fig. 2.7. Elle est constitue´e d’une base rigide
recouverte d’une couche flexible interne, relie´e a` une couche flexible externe par une paroi et un re´seau
de plots reproduisant les papilles, l’ensemble e´tant constitue´ de caoutchouc. L’espace interne est rempli
d’huile de silicone visqueuse qui tient lieu de substrat.
Cette paroi ne fut mode´lise´e qu’en 1985 par Garrad & Carpenter [29, 30] sous forme d’une coque
e´lastique fine et plane d’e´paisseur b, soutenue par des ressorts et des amortisseurs (cf. fig. 2.8), puis
employe´e dans le cadre d’une e´tude nume´rique par Davies & Carpenter [50, 51].
Toutefois, cette paroi de Kramer est difficile a` reproduire dans le cadre d’expe´rimentations et c’est
pourquoi on lui a souvent pre´fe´re´ des mode`les moins e´labore´s, compose´s d’une ou plusieurs couches
de mate´riaux viscoe´lastiques homoge`nes.
Ainsi la paroi de Gaster [73] de´ja` cite´e en introduction est compose´e de deux couches superpose´es
(fig. 2.9) : une couche interne constitue´e d’un substrat de caoutchouc silicone flexible et une autre
externe, en latex plus mince et plus rigide. Cette dernie`re, en limitant les de´placements tangentiels,
rend la paroi moins sujette aux instabilite´s de surface.
Une version plus simple, illustre´e fig. 2.10, est constitue´e d’une paroi monocouche dont le mate´riau
peut eˆtre soit du caoutchouc silicone [40], soit un me´lange de deux gels de silicone [43, 42], soit encore
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Substrat visqueux 
Enveloppe homogène 
Paroi et plots 
Base rigide 
Figure 2.7 – Paroi compliante de Kramer (toutes les dimensions sont en mm). En haut : section
transversale ; En bas : coupe au niveau des plots de caoutchouc. (Figure extraite de Carpenter &
Garrad [29] et base´e sur les dessins de Kramer [101])
 
Ecoulement 
η 
b 
x 
y 
plaque flexible  
Base Rigide 
p+ 
p‐ 
Figure 2.8 – Mode`le surfacique e´tabli par Garrad & Carpenter [29] et Davies & Carpenter [51]. La
paroi est compose´e d’une plaque mince flexible relie´e a` une base rigide par un ensemble de ressorts et
d’amortisseurs. Seul son de´placement normal η est conside´re´. (figure non a` l’e´chelle)
une ge´latine alimentaire ou un PVC plastisol [68].
En 1975, Grosskreutz [87] propose un mode`le de paroi anisotrope (fig. 2.11) qui diminue le frotte-
ment parie´tal en cre´ant des tensions de Reynolds (−ρu′v′) ne´gatives a` la paroi (u′ > 0 et v′ > 0 en
phase ascendante, u′ < 0 et v′ < 0 en phase descendante), graˆce a` un de´placement parie´tal contraint
selon une direction oblique. Ce mouvement privile´gie´ est obtenu graˆce a` des morceaux de caoutchouc
incline´s a` 45 degre´s par rapport a` la direction de l’e´coulement, qui reproduisent la configuration des
papilles dermiques du dauphin. Notons que les re´sultats expe´rimentaux obtenus avec ce type de paroi
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Ecoulement Ondes TS 
TWF 
Couche limite 
Capteur de bord 
de fuite Paroi compliante  
Générateur de 
perturbation  
Figure 2.9 – A gauche : dispositif expe´rimental de Gaster [73] (1987). Une perturbation TS de
fre´quence fixe´e est ge´ne´re´e en amont de la surface compliante. L’onde repe´re´e TWF est une onde de
paroi (Travelling-Wave Flutter). A droite : Mode`le volumique homoge`ne a` double couche utilise´ dans
ce dispositif.
Figure 2.10 – Mode`le volumique homoge`ne a` simple couche (d’apre`s Gad-el-Hak [69]).
ne furent pas concluants en termes de re´duction de traˆıne´e en e´coulement turbulent.
Figure 2.11 – Mode`le anisotrope de Grosskreutz et sa mode´lisation (d’apre`s Gad-el-Hak [69]).
2.5.2.2 Mode´lisation de la compliance
Dans la mode´lisation de Carpenter & Garrad [29, 30] (cf. fig. 2.8), seul est conside´re´ le de´placement
normal η de la paroi par rapport a` sa position d’e´quilibre, line´arise´ comme vu pre´ce´demment :
η = ηˆei(αx+βy−ωt)
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La couche limite se de´veloppe sur une plaque isotrope d’e´paisseur uniforme b et de mase volumique
ρm, dont le plan me´dian correspond au plan y = 0 ; cette plaque est relie´e a` une base rigide et
imperme´able par un re´seau re´gulier de plots, assimile´s a` des ressorts. On suppose, suivant le postulat
de Carpenter& Davies [51] que sous l’effet du gradient de pression moyen et/ou des contraintes
visqueuses moyennes, la paroi reste horizontale.
Conside´rant que l’e´paisseur b est tre`s supe´rieure a` η et tre`s infe´rieure a` la longueur d’onde du
mouvement flexural de la plaque, l’e´quation dynamique dimensionne´e de η∗, inspire´e de Davies &
Carpenter [50], est :
χ∗
∂2η∗
∂t∗2
+ d∗
∂η∗
∂t∗
+B∗∇42η − T
∗∇22η + κ
∗η∗ = −p∗ (E-2.26)
Ou` χ∗ = ρpb est la masse surfacique de la paroi en kg.m
−2 (ρp e´tant la masse volumique de la
paroi), d∗ son amortissement par unite´ de surface en N.(m3/s)−1, B∗ =
Eb3
12(1− ν2p)
sa rigidite´ flexurale
par unite´ de longueur en N.m (E e´tant le module d’Young et νp le coefficient de Poisson de la paroi),
T ∗ sa tension longitudinale par unite´ de longueur en N.m−1 et κ∗ la raideur des ressorts par unite´ de
surface en N.m−3.
∇42 = ∇
2
2×∇
2
2 est l’ope´rateur biharmonique, avec ∇
2
2 =
∂2
∂x2
+
∂2
∂z2
. Enfin, p∗ = p+−p− est l’e´cart
entre les perturbations de pression a` travers la paroi ; en conside´rant la pression subparie´tale uniforme,
on a donc : p∗ = p+(x, η, y, t).
Une fois adimensionne´s, ces facteurs deviennent :
x =
x∗
δ
; t =
Uet
∗
δ
; η =
η∗
δ
; p =
p∗
ρU2e
; χ =
χ∗Ue
ρν
; d =
d∗
ρUe
; B =
B∗Ue
ρν3
; κ =
κ∗ν
ρU3e
; T =
T ∗
ρνUe
ν e´tant la viscosite´ cine´matique du fluide et ρ sa densite´.
Avec l’adimensionnement choisi, tous les parame`tres de paroi sont inde´pendants de δ. On suppose
que les caracte´ristiques de l’e´coulement Ue, ρ et ν sont fixe´es, et que Re augmente le long de la paroi
dans le sens des x positifs, en meˆme temps que la grandeur caracte´ristique dont il de´pend.
Apre`s line´arisation, l’e´quation dynamique de la paroi devient :
(−ω2
χ
Re
− iωd+
B
Re3
k4 +
T
Re
k2 + κRe) ηˆ = −pˆ (E-2.27)
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Avec k2 = α2 + β2 , α e´tant le nombre d’onde longitudinal et β the le nombre d’onde transversal.
Une exploitation de cette mode´lisation est fournie par les courbes neutres de Carpenter & Gar-
rad [29] relatives au mode TS d’un e´coulement de Blasius (cf fig. 1.8), pour une tension nulle et une
e´paisseur de paroi de 2mm.
Une autre application inte´ressante de cette mode´lisation de la compliance porte sur les membranes
tendues, dont la tre`s faible e´paisseur rend ne´gligeable la rigidite´ flexurale B dans la mode´lisation
surfacique. L’e´quation dynamique d’une membrane se re´duit alors a` :
(−ω2
χ
Re
− iωd+
T
Re
k2 + κRe)ηˆ = −pˆ (E-2.28)
Les re´sultats obtenus par Wiplier & Ehrenstein [173] sur un e´coulement de Blasius par simulation
nume´rique spatiale (cf. fig. 2.12) montrent que par rapport au cas rigide, une simple membrane non
soutenue (κ = 0) re´duit la zone d’instabilite´ initiale situe´e au-dessus de ω = 0.05, mais l’e´largit vers
les faibles fre´quences.
Figure 2.12 – Courbes neutres de l’instabilite´ TS ; trait plein : Paroi rigide ; trait pointille´ : membrane
tendue sans ressort, a` T = 8700/Re ; (extrait de Wiplier & Ehrenstein [173])
Dans une e´tude temporelle base´e sur les parame`tres de Landahl [105], Domaradzki & Metcalfe [56]
ont observe´ cette meˆme de´stabilisation de la compliance pour des valeurs de α infe´rieures a` 0.5 ; en re-
vanche, lorsque la membrane est soutenue par des ressorts, cette zone –qui correspond aux instabilite´s
52
2.5. CONDITIONS AUX LIMITES
de grande longueur d’onde– disparaˆıt [56], et l’on obtient alors une re´duction de la zone d’instabilite´
comparable a` celle d’une paroi e´paisse non tendue (illustre´e par la figure 1.8), mais accompagne´e ici
d’une augmentation du nombre de Reynolds critique.
La vitesse normale de la paroi compliante e´tant la de´rive´e du de´placement η, le non-glissement du
fluide au contact (en l’absence de perme´abilite´) impose comme conditions aux limites a` la paroi :
Uy=η + u = 0, v = −iωη, Wy=η + w = 0 (E-2.29)
En se plac¸ant a` y = 0 (cf. fig. 2.8), l’utilisation d’un de´veloppement limite´ de premier ordre selon η
permet d’exprimer les vitesses moyennes Uy=η = η U
′ et Wy=η = η W
′.
En inte´grant l’e´quation dynamique 2.27, on aboutit au syste`me suivant au contact d’une paroi
compliante non perme´able :
uˆ+ ηˆ U ′ = 0 (E-2.30)
vˆ = −iωηˆ (E-2.31)
wˆ + ηˆ W ′ = 0 (E-2.32)
(−ω2
χ
Re
− iωd+
B
Re3
k4 +
T
Re
k2 + κRe) ηˆ = −pˆ (E-2.33)
2.5.2.3 Mode´lisation de la permeabilite´ par la me´thode d’homoge´ne´isation
Conside´rons a` pre´sent que la paroi est poreuse, d’une perme´abilite´ kD suffisamment faible pour
que la vitesse de passage du fluide a` travers la paroi (nomme´e vitesse de perme´ation) ne re´sulte que
des perturbations ; a` l’e´tat moyen, cette vitesse de perme´ation reste suffisamment faible pour ne pas
remettre en cause l’hypothe`se d’un e´coulement paralle`le.
Seul le passage du fluide perpendiculaire a` la surface est ici pris en compte (cas d’une paroi micro-
perfore´e). Cette perme´abilite´ pourrait eˆtre ge´ne´ralise´e pour des vitesses de perme´ation longitudinale
et transversale (cf., entre autres, Whitaker [171] ou Mei and Vernescu [125]) ; elle se pre´senterait
alors sous forme d’une matrice K(3× 3) tenant compte des e´coulements dans toutes les directions, et
syme´trique [126].
Le cas de parois poreuses rigides et isotropes de´limitant un e´coulement en canal est traˆıte´ par Hill
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and Straughan [92] ainsi que Tilton and Cortelezzi [162]. Une autre approche, adopte´e par Battiato [9]
pour des parois composites poreuses et poroe´lastiques sur un e´coulement en canal, prend en compte
de petits de´placements de la paroi e´lastique, ce qui permet de de´coupler analyse de l’e´coulement et
analyse du milieu solide. Les e´tudes de Hill & Straughan, Tilton & Cortelezzi et Battiato s’appuient sur
le mode`le de Brinkman d’une re´gion poreuse adjacente au fluide, assortie de conditions d’interface. La
de´finition de ces conditions est sujette a` controverse : Beavers and Joseph [10] ont propose´ une vitesse
de glissement interfacial ; Ochoa-Tapia & Whitaker [134, 133] optent quant a` eux pour une vitesse
tangentielle continue mais une contrainte de cisaillement discontinue a` l’interface (condition employe´e
par Tilton & Cortelezzi [161, 162]) ; Cieszko and Kubik [41] enfin affirment que vitesse tangentielle et
contrainte de cisaillement sont toutes deux discontinues a` l’interface alors qu’a` l’inverse, pour Vafai
& Kim [164] ces deux grandeurs sont continues (postulat adopte´ par Hill & Straughan et Battiato).
Ces multiples sce´narios antagonistes prouvent qu’a` proximite´ de l’interface, la vitesse et la contrainte
tangentielles varient brutalement a` une e´chelle proche du diame`tre d’un pore ; l’approche adopte´e ici
dans ce domaine sera celle, tre´s re´pandue, de Beavers-Joseph.
Equations d’e´coulement
Le principe de l’homoge´ne´isation consiste a` substituer a` un mate´riau he´te´roge`ne re´el (dont l’he´te´-
roge`ne´ite´ peut eˆtre soit pe´riodique soit ale´atoire), un compose´ homoge`ne dont les proprie´te´s macro-
scopique sont e´quivalentes en moyenne.
Pour cela, le milieu macroscopique est de´coupe´ en cellules V de longueur L. On divise le domaine
V d’une cellule en un domaine fluide Vf et un domaine solide Vs (fig. 2.13). la porosite´ d’un tel milieu
est de´finie par :
φ =
Vf
Vs + Vf
La variable d’e´chelle macroscopique (ou lente) e´tant x’ et celle d’e´chelle microscopique (ou rapide)
x, la pe´riodicite´ est de´finie par le rapport entre les deux e´chelles : ǫ =
x′
x
<< 1. On conside`re
ge´ne´ralement que l’homoge´ne´isation devient efficace a` partir de ǫ infe´rieur a` 0,1 [8].
Les lois e´tablies a` l’e´chelle de la cellule, inde´pendantes de la pe´riode choisie, sont ensuite ge´ne´-
ralise´es lorsque cette pe´riode tend vers ze´ro sans que la porosite´ ne varie (fig.2.14) ; cette ope´ration
asymptotique produit une loi macroscopique homoge´ne´ise´e.
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l 
l 
x1 
x2 
x1’ 
x2’ 
L 
L 
ε = l/L 
VS 
VF 
Γ  
Figure 2.13 – Division du domaine en cellules de base
 
ε→0  
Figure 2.14 – Convergence de la porosite´
La variation de la proprie´te´ e´tudie´e sera lente au niveau macroscopique et rapide au niveau micro-
scopique. Le but de l’homoge´ne´isation est donc de substituer la courbe de variation lente a` la courbe
initiale (fig.2.15).
 
x' x 
K(x’,x) 
) 
K(x’) 
Figure 2.15 – variation a` l’e´chelle microscopique et a` l’e´chelle macroscopique
Dans le cadre de l’e´tude multi-e´chelles, la proprie´te´ e´tudie´e (ici la perme´abilite´) s’exprime en
fonction des deux variables d’e´chelle x et x’ : K(x, x′) = K(x, x × ǫ) La continuite´ de la proprie´te´
e´tudie´e entre les deux e´chelles n’est respecte´e qu’a` condition que les variables macroscopiques soient
les e´quivalents volumiques des flux et gradients microscopiques, et que les e´quations de conservation
ou de comportement gardent la meˆme structure a` l’e´chelle microscopique et macroscopique [8].
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La proprie´te´ du mate´riau a` homoge´ne´iser ici est la perme´abilite´ d’une paroi artificielle ; il s’agit
donc d’une he´te´roge´ne´ite´ pe´riodique, d’ou` l’usage de la technique d’Homoge´ne´isation pour Structures
Pe´riodiques (HPS) qui utlise l’expansion multi-e´chelle et fut de´veloppe´e par Bensoussan et al. [1] et
Sanchez-Palencia [151].
Conside´rons dans Vf l’e´coulement d’un fluide newtonien incompressible de densite´ ρ et de viscosite´
dynamique µ. Les champs de pression et de vitesse sont re´gis par les e´quations de Navier Stokes :
∂u∗i
∂x∗i
= 0 (E-2.34)
ρ(
∂u∗i
∂t∗
+ u∗j
∂u∗i
∂x∗j
) = −
∂p∗
∂x∗i
+ µ∆u∗i (E-2.35)
Les longueurs sont adimensionne´es par l et les pressions par ∆p. Selon l’assomption de Mei&Vernescu [125],
le gadient de pression global et le terme de viscosite´ locale s’e´quilibrent : O
∆p
L
≈ O
Uµ
l2
, donc les vi-
tesses sont adimensionne´es par
l2∆p
µL
, et le temps par
µL
l∆p
:
∂ui
∂xi
= 0 (E-2.36)
ρl3∆p
L2µ2
(
∂ui
∂t
+ uj
∂ui
∂xj
) = −
1
l
∂p
∂xi
+
1
L
∆ui (E-2.37)
Soit en posant Re =
ρl3∆p
Lµ2
= ǫ
ρl2∆p
µ2
:
∂ui
∂xi
= 0 (E-2.38)
Re(
∂ui
∂t
+ uj
∂ui
∂xj
) = −
1
ǫ
∂p
∂xi
+∆ui (E-2.39)
La vitesse et la pression sont alors approxime´es graˆce a` l’expansion asymptotique :


~uǫf (x
′, x, t) = ~u0f (x
′, x, t) + ǫ.~u1f (x
′, x, t) + ǫ2.~u2f (x
′, x, t) + ǫ3.~u3f (x
′, x, t) + . . .
pǫf (x
′, x, t) = p0f (x
′, x, t) + ǫ.p1f (x
′, x, t) + ǫ2.p2f (x
′, x, t) + ǫ3.p3f (x
′, x, t) + . . .
(E-2.40a)
Avec pour de´rive´es premie`re et seconde au niveau local : ~∇ = ~∇x + ~∇x′ × (~∇x.x
′) = ~∇x + ǫ~∇x′ et
~∆ = ~∆xx + 2ǫ~∆xx′ + ǫ
2~∆x′x′ .
L’usage de ces expressions dans le cadre de l’expansion asymptotique fait apparaˆıtre des termes
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que l’on classe selon le degre´ du facteur ǫ :
- Terme en ǫ−1 dans (2.35) :
∂p0
∂xi
= 0 sur Vf (E-2.41)
Ce dont on de´duit que le terme principal de la pression ne varie pas a` l’e´chelle d’un pore puisque p0f
ne de´pend pas de la variable microscopique x : p0f = p
0
f (x
′, t).
- Terme en ǫ0 dans (2.34) :
∂u0i
∂xi
= 0 sur Vf (E-2.42)
- Termes en ǫ0 dans (2.35) :
Re(
∂u0i
∂t
+ u0j
∂u0i
∂xj
) = −
∂p1
∂xi
−
∂p0
∂x′i
+∆xxu
0
i sur Vf (E-2.43)
- Termes en ǫ1 dans (2.34) :
∂u0i
∂x′i
+
∂u1i
∂xi
= 0 sur Vf (E-2.44)
On suppose a` pre´sent que le nombre de Reynolds de l’e´coulement dans le pore est tre`s faible :
Re = O(ǫ). Les relations 2.38 et 2.39 constituent de`s lors un proble`me de Stokes sur les variables u0i
et p1 ou` le gradient de pression macroscopique
∂p0
∂x′j
joue le roˆle de terme de forc¸age. La solution, du
fait de la line´arite´, peut eˆtre e´crite sous la forme [125] :
u0i = −k
f
ij
∂p0
∂x′j
, p1 = −afj
∂p0
∂x′j
+ p10(x, t)
kfij e´tant un tenseur (3×3) et a
f
j un vecteur, tous deux exprimant le comportement microscopique
de la partie fluide ; p10(x
′, t) est une constante d’inte´gration par rapport a` x.
Dans ces conditions, les e´quations 2.38 et 2.39 donnent un proble`me de Stokes auxiliaire sur les
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variables kfij et a
f
j :
∂kfij
∂xi
= 0 (E-2.45)
−
∂afj
∂xi
+ δij +∆xxk
f
ij = 0 (E-2.46)
En proce´dant de meˆme avec la partie solide (a` condition bien suˆr que celle-ci soit perme´able), on
aboutit a` des e´quations identiques sur les variables auxiliaires ksij et a
s
j .
Au niveau d’une cellule, la moyenne volumique de la premie`re composante u0 de la vitesse s’obtient
a` partir de ses moyennes dans la partie solide et dans la partie fluide (toutes deux fonction du gradient
de pression macroscopique, en notant que ni p0 ni p1 ne de´pendent de x) :
< u0i >= − < k
s
ij >
∂p0
∂x′j
− < kfij >
∂p0
∂x′j
= −Kij
∂p0
∂x′j
(E-2.47)
ou` intervient la perme´abilite´ macroscopique homoge´ne´ise´e qui s’obtient par moyenne volumique
au niveau d’une cellule :
Kij =< Kij >=
1
V
(∫
V s
(ksij)dV +
∫
V f
(kfij)dV
)
(E-2.48)
On de´finit de meˆme, par moyenne volumique au niveau d’une cellule :
Aj =< Aj >=
1
V
(∫
V s
(asj)dV +
∫
V f
(afj )dV
)
(E-2.49)
La convergence de p0 vers p a e´te´ de´montre´e lorsque ǫ tend vers 0 par Arbogast et Lehr [7], ainsi
que celle de ~u0 vers ~u, en de´pit du fait que ~u0 soit a` priori une valeur massique tandis que ~u tel qu’il
est utilise´ dans la loi de Darcy est un flux [8].
Conditions aux limites a` l’interface fluide-solide Γ
Dans le cadre de cette e´tude, seul sera conside´re´ le cas simple ou` la partie solide est imperme´able ;
cela correspond a` la re´alite´ physique d’un mate´riau imperme´able dote´ d’un re´seau discret de micro-
perforations, tel que ceux obtenus par usinage laser et utilise´s par exemple par Joslin et al [?]. Les
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conditions aux limites se trouvent alors re´duites a` :
ui = 0⇒ Kij = 0 sur Γ
Auxquelles s’ajoute naturellement la pe´riodicite´ a` l’e´chelle d’une cellule pour ui et p, donc e´galement
pour Kij et Aj .
En conside´rant que seul le gradient de afj intervient dans les e´quations 2.41 et 2.42, l’unicite´ de la
solution, lie´e a` la line´arite´ du proble`me, peut eˆtre garantie par la contrainte suivante [125] :
Aj = 0 (E-2.50)
D’ou` l’expression de la moyenne volumique de p1 au niveau d’une cellule :
< p1 >= φp10 (E-2.51)
φ e´tant, rappelons-le, la porosite´ globale d’une cellule (φ =
Vf
Vs + Vf
).
L’inte´gration volumique de l’e´quation 2.40 donne :
<
∂u0i
∂x′i
> +
1
V
∫
V
∂u1i
∂xi
dV = 0 sur V (E-2.52)
Le the´ore`me de Gauss, associe´ aux conditions aux limites e´nonce´es plus haut, conduit a` l’e´limination
du second terme En conside´rant l’interchangeablilite´ de l’inte´gration selon x et de la de´rivation selon
x’ [125], on obtient comme loi de continuite´ macroscopique :
∂ < u0i >
∂x′i
= 0 (E-2.53)
La convergence de p0 vers p a e´te´ de´montre´e lorsque ǫ tend vers 0 par Arbogast et Lehr [7], ainsi
que celle de ~u0 vers ~u, en de´pit du fait que ~u0 soit a` priori une valeur massique tandis que ~u tel qu’il
est utilise´ dans la loi de Darcy est un flux [8]. Quant a` l’unicite´ de cette solution, comme il a e´te´ dit
plus haut, elle a e´te´ de´montre´e par Mei & Vernescu [126].
On obtient ainsi un proble`me macroscopique forme´ par les e´quations 2.43 et 2.49 et dont les lois
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obtenues par inte´gration multi-e´chelles rejoignent, dans le cas d’un e´coulement uniaxial ou` l’effet de
la gravite´ est ne´glige´, celles obtenue empiriquement par Darcy [49]
Application a` la paroi perme´able
Dans le cas pre´sent, l’e´coulement a` travers la plaque se limite a` la seule direction y (cf. fig. 2.16)
et sa vitesse est e´gale a` :
Vp = −
kD
ρν
∂p
∂y
= −
kD
ρν
p∗
b
; (E-2.54)
Les conditions aux limites adimensionne´es 2.29 deviennent donc :
u+ η U ′ = 0, v =
∂η
∂t
−
kDUe
νb
p = −iωη − ap, w + η W ′ = 0. (E-2.55)
Notons au passage que le coefficient de perme´abilite´ adimensionne´ a =
kDUe
νb
correspond au pro-
duit de Reδ par le nombre de Darcy Da =
kD
b2
, le tout multiplie´ par le rapport entre l’e´paisseur de
paroi b celle de la couche limite δ.
En e´liminant η au profit des vitesses de perturbation, on obtient les trois conditions aux limites
qui s’appliquent au fluide au contact d’une paroi perme´able et compliante :
−i
χ
Re
ω(vˆ + apˆ) + d(vˆ + apˆ)−
1
U′Re
(
B
Re2
k4 +Tk2 + κRe2
)
uˆ = −pˆ, (E-2.56)
−iωuˆ+U′(vˆ + apˆ) = 0, (E-2.57)
−iωwˆ +W′(vˆ + apˆ) = 0 (E-2.58)
Les e´tudes des chapitres suivants utiliseront ces conditions aux limites, qui tiennent compte a` la
fois des effets dynamiques de la paroi souple, du non-glissement du fluide au contact et de la vitesse
de perme´ation duˆe a` la porosite´.
2.5.2.4 Valeur dimensionnelle des parame`tres de paroi
Les parame`tres de l’e´coulement adopte´s dans cette e´tude sont ceux e´tablis par Carpenter & Gar-
rad [29, 30] pour reproduire les re´sultats expe´rimentaux de Kramer [101] dans l’eau :
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Figure 2.16 – Mode´lisation surfacique d’un reveˆtement compliant perme´able, avec Vp comme vitesse
de perme´ation
Ue = 18 m/s, ρ = 1025 kg/m
3, ρp = 945 kg/m
3, ν = 1.37× 10−6 m2/s, b = 2× 10−3 m, νp = 0.5.
L’amortissement visqueux d est nul du fait de l’absence de substrat.
On obtient avec ces parame`tres : χ = 24226.
Les plots supportant la paroi e´tant d’une hauteur de 1mm (cf. fig. 2.7 pour les autres dimensions),
la raideur surfacique dimensionne´e du re´seau de ressorts e´quivalent est e´gale a` : κ∗ =
E
4.4× 10−3
=
230× E, avec E en Pa, soit apre`s adimensionnement : κ = 5.27× 10−11 E.
La rigidite´ flexurale dimensionne´e par unite´ de surface s’obtient de meˆme : B∗ =
Eb3
12(1− ν2p)
=
8.9× 10−10 E. Donc apre`s adimensionnement : B = 6.08× 106 E.
Enfin, coefficient de perme´abilite´ adimensionne´ est intentionnellement fixe´ a` une valeur faible :
a = 6.57× 109 kD, avec kD en m
2.
Toutes les caracte´ristiques de la paroi de´pendent donc de deux parame`tres : E et kD. Les valeurs
courantes de E n’exce`dent pas 105 Pa pour du chlorure de polyvinyle souple (PVC), 6× 105 Pa pour
du caoutchouc de silicone, 2× 109 Pa pour du polypropyle`ne, et 2× 1011 Pa pour de l’acier.
Une augmentation de kD repre´sente un accroissement de la filtration a` travers la paroi. La valeur
de la perme´abilite´ a` l’eau de´pend de la structure et de la porosite´ du mate´riau ; kD de l’ordre de
10−14 m2 pour le granit ; 8× 10−8 m2 pour la mousse me´tallique de nickel, 10−8 m2 ÷ 10−6 m2 pour
le textile polyester et les mousses ceramiques. Ces chiffres donnent des coefficients a de l’ordre de
10−4 ÷ 104 ; pour les raisons explique´es pre´ce´demment, nous limiterons la recherche parame´trique a`
des valeurs infe´rieures a` : a = 1.
Pour finir, en admettant une longueur de plaque de l’ordre du me`tre, nous adopterons des valeurs
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de Reδ allant jusqu’a` 5000, ce qui couvre l’apparition des premie`res instabilite´s, aussi bien dans les
couches limites bidimensionnelles que tridimensionnelles.
2.6 Validation de la mode´lisation choisie.
La mode´lisation e´tablie dans le chapitre pre´ce´dent est destine´e a` servir de base aux futures simu-
lations nume´riques. Les e´quations de l’e´coulement et les conditions aux limites constituent a` cet effet
un proble`me aux valeurs propres discre´tise´ selon y par la me´thode de collocation de Tchebychev.
Dans les e´tudes temporelles, le spectre des valeurs propres de la vitesse de phase complexe c =
ω
α
est ainsi calcule´ pour des nombres d’onde re´els α et β fixe´s ; dans les e´tudes spatiales bidimensionnelles,
ce sont les valeurs propres du nombre d’onde complexe α qui seront obtenues a` partir de la fre´quence
re´elle repre´sente´e soit par ω, soit par F = 106
ω
Re
.
Ces spectres de valeurs propres sont calcule´s avec Matlab, par simulation nume´rique reposant sur
l’algorithme QZ, avec un nombre de points de discre´tisation de l’ordre de N=130 pour les e´tudes
temporelles et N=250 pour les e´tudes spatiales.
Ce chapitre est destine´ a` valider le mode`le e´tabli sur la base de spectres aux valeurs propres, de
courbes neutres et de courbes parame´triques issus de travaux reconnus dans chacun des domaines
d’e´tudes aborde´s par la suite.
L’essentiel de la litte´rature concernant les parois compliantes porte soit sur les e´coulements en canal
(dont le profil de vitesse et l’adimensionnement diffe`rent de ceux utilise´s ici), soit sur la couche limite
de Blasius. C’est dans cette dernie`re configuration, e´tudie´e localement sous forme d’un e´coulement sur
plaque plane horizontale, que Carpenter & Garrad [29] entre autres, ont mis en e´vidence par analyse
nume´rique l’effet stabilisant de la compliance sur les ondes TS. D’autres re´sultats issus de la litte´rature
relative aux e´coulements bidimensionnels ou tridimensionnels sur parois rigides, seront repris ici.
L’e´chelle de longueur caracte´ristique employe´e (sur laquelle est base´ le nombre de Reynolds) peut
varier d’un auteur a` l’autre, ce qui donne des re´sultats quantitativement e´loigne´s ; pour ne parler que
des e´tudes locales, on trouve dans la litte´rature certaines analyses base´es sur l’e´paisseur de la couche
limite δ (cf. par exemple Allen [4]), d’autres sur l’e´paisseur de la couche limite de de´placement δ∗
(Carpenter & Garrad [29, 30]) et d’autres enfin sur l’e´paisseur de la couche limite de quantite´ de
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mouvement θ (Corbett & Bottaro [48]). Dans les chapitres suivants, l’e´chelle de longueur adopte´e
sera l’e´paisseur de la couche limite δ –a` l’exception des parties portant sur les couches limites aspire´es
ou` l’e´paisseur de de´placement δ∗ est plus judicieuse, ainsi qu’il a e´te´ e´tabli ; toutefois, dans ce chapitre,
l’e´chelle de longueur adopte´e pour tracer chaque figure sera celle choisie par les auteurs de re´fe´rence,
et ce afin de faciliter la comparaison.
2.6.1 Validation spatiale et temporelle du code de base (couche limite de Blasius).
La premie`re validation porte sur deux spectres relatifs a` une couche limite de Blasius, l’un obtenu
par e´tude temporelle (fig. 2.17(b)) et l’autre par e´tude spatiale (fig. 2.19(b)), ainsi que sur les profils des
perturbations des vitesses transversale et longitudinale du mode TS le plus instable (fig. 2.18(b)) ; Ces
re´sultats corroborent ceux issus de l’ouvrage de re´fe´rence de Schmid & Henningson [154] et repre´sente´s
respectivement dans les figures 2.17(a), 2.19(a) et 2.18(a), ce qui permet d’affirmer que dans ce cas
e´le´mentaire, l’analyse line´aire de notre code est d’une pre´cision satisfaisante.
(a)
 
(b)
Figure 2.17 – Validation du spectre temporel relatif a` une couche limite de Blasius ; a : Spectre issu
des travaux de Schmid & Henningson [154] ; b : Spectre de validation (Reδ = 500, α = 0.2)
Afin de confirmer l’exactitude des limites de stabilite´, les courbes neutres de Carpenter & Gar-
rad [29] de la figure 1.8 sont reproduites dans la figure 2.20. On y constate bien qu’avec la diminution
du module d’Young de la paroi, la zone d’instabilite´ du mode TS de´croˆıt sans pour autant modifier
significativement le nombre de Reynolds critique ; cette zone se divise meˆme en deux parties pour
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(a) Profils du mode le plus instable dans une couche limite de
Blasius (d’apre`s Schmid & Henningson [154])
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(b) Profils de validation normalise´s par la valeur maximale de u
Figure 2.18 – Validation des profils du mode TS le plus instable dans une couche limite de Blasius,
pour Reδ = 500 et α = 0.2
(a)
 
(b)
Figure 2.19 – Validation du spectre spatial relatif a` une couche limite de Blasius ; a : Spectre issu
des travaux de Schmid & Henningson [154] ; b : Spectre de validation (Reδ = 1000, ω = 0.26)
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Figure 2.20 – Courbe de stabilite´ marginale d’une couche limite de Blasius, avec δ∗ comme e´chelle
de longueur (a` comparer a` la figure 1.8 issue de Carpenter & Garrad [29])
E < 3 × 105Pa. On notera que la partie situe´e a` droite (donc aux hautes valeurs de Re) ne figure
pas dans les courbes neutres d’un e´coulement en canal ; cette diffe´rence est attribuable aux variables
d’adimensionnement choisies [50].
2.6.2 Validation du roˆle du gradient de pression (couche limite de Falkner-Skan).
Pour les couches limites bidimensionnelles a` gradient de pression non nul, on peut en premie`re
approche se baser sur la courbe d’e´volution du nombre de Reynolds critique du mode TS en fonction
de βH produite par L.M. Mack [119] et repre´sente´e en pointille´s sur la fig. 2.21(a). Cette courbe,
reproduite en bleu avec une grande fide´lite´ sur la figure 2.21(b), montre qu’un gradient de pression
adverse de´stabilise fortement l’onde TS, situant son lieu de plus grande instabilite´ vers l’arrie`re de
l’aile.
La figure 2.22 fournit les courbes neutres du mode TS pour diffe´rentes valeurs du parame`tre de
Hartree correspondant a` diffe´rentes positions longitudinales le long de l’aile. On notera la correspon-
dance entre les Re critiques et la courbe en bleu de la figure la figure 2.21(b).
Une seconde validation relative aux e´coulements 2D a` gradient de pression non nul –par e´tude
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(a) En pointille´s : mode TS sur une couche limite
2D ; en continu : mode CF sur une couche
limite 3D pour φ = 45◦ (d’apre`s L.M.
Mack [119]).
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(b) Courbes calcule´es pour le mode TS avec φ = 0◦
(en bleu, a` rapprocher de la figure suivante) et
pour le mode CF avec β = 0.4 et φ = 45◦ (en
rouge)
Figure 2.21 – Courbe d’e´volution du nombre de Reynolds critique dans une couche limite sur paroi
rigide en fonction du gradient de pression.
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Figure 2.22 – Evolution de la courbe neutre temporelle du mode TS bidimensionnel sur paroi rigide
en fonction du gradient de pression (φ = 0, β = 0)
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spatiale cette fois– s’appuie sur les courbes neutres de la figure 2.23(a) extraites des travaux de Schmid
& Henningson [154]. Bien que le parame`tre employe´ ici soit m et non plus βH , le re´sultat reproduit sur
la figure 2.23(b) confirme la validite´ de l’influence du gradient de pression dans notre mode´lisation.
 
(a) Courbes neutres spatiales dans une couche limite de
Falkner-Skan (extrait de Schmid & Henningson [154]).
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(b) Courbes spatiales partiellement
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Figure 2.23 – Evolution de la courbe neutre du mode TS 2D sur paroi rigide, pour m = −0.025,
m = −0.05 et m = 0.025 (rappel : m =
βH
2− βH
).
2.6.3 Validation du roˆle de l’angle de fle`che (couche limite de Falkner-Skan-
Cooke).
Une premie`re validation du code pour les couches limites tridimensionnelles est possible graˆce a` la
courbe d’e´volution du nombre de Reynolds critique du mode CF en fonction de βH de L.M. Mack [119],
de´ja` aperc¸ue en trait continu sur la fig. 2.21(a) ; cette courbe est partiellement reproduite en rouge
sur la figure 2.21(b) avec une pe´cision satisfaisante compte tenu de l’approximation entre Λ et φ (cf.
chapitre 2.3.0.1) qui n’est plus valable a` proximite´ du bord d’attaque.
Cette courbe est trace´e en fixant le nombre d’onde transversal a` β = 0.4, qui correspond a` une
de´stabilisation maximale –ainsi qu’il sera e´tabli plus tard. On y observe que contrairement a` l’onde TS,
les tourbillons CF se trouvent de´stabilise´s lorsque le gradient de pression augmente, jusqu’a` atteindre
un nombre de Reynolds critique minimum d’environ 200 autour de β = 0.5.
La courbe d’e´volution du Re critique pour le bord d’attaque en fonction de l’angle de fle`che offre
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(a) Evolution du nombre de Reynolds du
mode CF sur le bord d’attaque, soit
βH = 1 (courbe supe´rieure) et pour
βH = −0.2 (courbe infe´rieure) en fonction
de φ (d’apre`s L.M. Mack [119]).
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(b) Courbe calcule´e pour le mode CF en
fonction de φ sur le bord d’attaque,
pour βH = 1 (soit m = 1)
Figure 2.24 – Courbe d’e´volution du nombre de Reynolds critique du mode CF en fonction de l’angle
de fle`che φ, sur une aile a` paroi rigide.
e´galement une bonne corre´lation avec celle obtenue par Mack [119], ainsi qu’en te´moignent les figures
2.24(a) et 2.24(b). On observe que l’angle de fle`che pour lequel le mode CF est le plus instable se
situe vers φ = 45◦ ; ce constat reste valable –a` quelques degre´s pre`s– pour d’autres valeurs du gradient
de pression. Une rapide e´tude de l’e´quation 2.21 montre d’ailleurs que la vitesse transversale Wf est
maximale pour φ = 45◦.
Une validation du rapport entre nombres d’onde longitudinal et transversal est apporte´e par la
reproduction sur la figure 2.25(b) de la courbe neutre trace´e par Corbett & Bottaro [48] pour un
gradient de pression ne´gatif (fig. 2.25(a)).
Pour finir, d’autres corre´lations sont obtenues a` partir des courbes neutres de Quartapelle & Au-
teri [144], pour diverses valeurs du nombre d’onde transversal comprises entre 0.1 et 0.4 (fig. 2.26(a)
et 2.27(a)) ; les courbes reproduites par simulation nume´rique (fig. 2.26(b) et 2.27(b)) pre´sentent une
excellente pre´cision, tant pour le mode TS que pour le mode CF, ce qui ente´rine la mode´lisation choisie
ainsi que le code employe´ pour un e´coulement tridimensionnel sur paroi rigide.
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(a) Courbe neutre obtenues par Corbett &
Bottaro [48].
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(b) Courbe calcule´e avec θ comme e´chelle de longueur.
Figure 2.25 – Courbe de stabilite´ marginale d’une couche limite 3D a` gradient de pression ne´gatif
sur paroi rigide, pour φ = 45◦, m = −0.05 et Re = 166.
 
(a) Courbes neutres obtenues par Quartapelle &
Auteri [144].
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(b) Courbes calcule´es avec δ comme e´chelle de
longueur.
Figure 2.26 – Courbe de stabilite´ marginale du mode CF dans une couche limite 3D a` gradient de
pression positif sur paroi rigide, pour φ = 30◦ et m = 0.333.
2.6.4 Validation d’une coalescence entre deux modes d’instabilite´
Le phe´nome`ne de coalescence (cf. chapitre 1.4.3) est suffisament de´licat et ses conditions de surve-
nue suffisament pre´cises pour justifier une validation a` part ; celle-ci repose sur les travaux de Wiplier
& Ehrenstein [174] dans une couche limite de Blasius sur parois compliantes amorties. Le mode`le
nume´rique qu’ils utilisent est proche de celui choisi dans cette e´tude, a` la diffe´rence pre`s qu’il prend
en compte la contrainte normale de viscosite´ σ qui est ne´glige´e dans notre e´tude, car d’un ordre de
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(a) Courbes neutres obtenues par Quartapelle &
Auteri [144].
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(b) Courbes calcule´es avec δ∗ comme e´chelle de
longueur.
Figure 2.27 – Courbe de stabilite´ marginale du mode TS dans une couche limite 3D a` gradient de
pression ne´gatif sur paroi rigide, pour φ = 30◦ et m = −0.048.
grandeur dix fois infe´rieur a` celui de la perturbation de pression p.
L’une des figures de Wiplier & Ehrenstein (partie droite de la figure 2.28(a)) illustre la coalescence
dans le plan complexe α (pinch point) entre un mode e´vanescent se propageant vers l’amont et le mode
TS se propageant vers l’aval. Cette coalescence ayant lieu a` un taux de croissance temporel ne´gatif
(ωi = 12.5× 10
−3) et le mode TS ayant pre´alablement franchi l’axe re´el, le re´sultat de la coalescence
est une instabilite´ absolue.
En adoptant les meˆmes parame`tres de paroi (qui sont ceux de Carpenter & Garrad de´ja` e´voque´s, a`
la diffe´rence pre`s que l’e´paisseur de paroi b est ici re´duite a` 0.8 mm), ce pinch point est reproduit sur
la partie droite de la figure 2.28(b) pour la meˆme fre´quence complexe, avec une pre´cision satisfaisante
compte tenu de la diffe´rence de mode´lisation e´voque´e ci-dessus.
2.7 Conclusion
Le mode`le developpe´ dans cette e´tude combine la the´orie des plaques minces isotropes et les
e´quations de Darcy ; il fournit des conditions aux limites base´es sur les e´quations de de´placement
d’une paroi compliante et perme´able.
Ces conditions, applicables dans la limite des petits de´placements et d’une faible perme´abilite´ de
la plaque, sont injecte´es dans des e´quations d’e´coulement bidimensionnelles ou tridimensionnelles de
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(a) Spectres spatiaux dans une couche limite aspire´e (d’apre`s Wiplier & Ehrenstein [174]).
 
(b) spectres spatiaux correspondants calcule´s.
Figure 2.28 – Validation de la simulation dans une couche limite aspire´e sur paroi compliante et
perme´able ; a` gauche : ωi = 12.5 × 10
−3 ; a` droite : ωi = 1.8 × 10
−3 ; Le cas de droite illustre la
coalescence entre un mode TS et un mode e´vanescent (Re = 2000, E = 0.5 × 106, b = 0.8 mm,
0 6 ωr 6 0.25).
type Navier-Stokes line´arise´es, ayant pour variables les perturbations de vitesse et de pression ; apre`s
nume´risation puis re´solution par la me´thode de collocation spectrale de Chebyshev, ces e´quations
servent de base a` l’analyse line´aire de la stabilite´ de l’e´coulement. Les valeurs propres ainsi obtenues
correspondent aux diffe´rents modes d’instabilite´ a` croissance exponentielle pre´sents dans la couche
limite, et dont l’e´tude permet une analyse comple`te de la stabilite´ line´aire.
La comparaison des re´sultats, sous forme de spectres (temporels ou spatiaux), de courbes neutres
ou de courbes d’e´volution, avec des re´sultats issus de la litte´rature, a permis de conclure a` la vali-
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dite´ du mode`le employe´ ainsi qu’a` sa pre´cision. Son champ d’application va maintenant eˆtre explore´
dans les chapitres suivants, sur des couches limites bidimensionnelles, tridimensionnelles, aspire´es ou
turbulentes.
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Chapitre 3
Analyse line´aire de la couche limite
hydrodynamique sur une paroi
poroe´lastique
La mode´lisation a` pre´sent valide´e va servir a` analyser les couches limites incompressibles bidimen-
sionnelles ou tridimensionnelles sur paroi poroe´lastique ; cette e´tude, dont plusieurs re´sultats figurent
dans l’article de Pluvinage & al. [138], porte sur un e´coulement incompressible paralle`le, ce qui sous-
entend une perme´abilite´ faible de la paroi. L’objectif en est de fournir des indications pre´liminaires
quant a` la stabilite´ des principaux modes hydroe´lastiques et hydrodynamiques pre´sents dans un e´cou-
lement au contact d’un milieu poroe´lastique.
3.1 Evolution des instabilite´s le long d’une aile en fle`che
Pour comprendre les modes dont de´pend la transition sur une aile en fle`che, il est important de
commencer par e´tudier leur e´volution en fonction du gradient de pression.
Dans toutes les simulations effectue´es dans des couches limites tridimensionnelles, l’angle d’incli-
naison φ de l’aile sera fixe´ a` 45◦ pour la raison e´voque´e pre´ce´demment.
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UNE PAROI POROE´LASTIQUE
3.1.1 Etude du mode TS
La figure 3.1(a) illustre l’e´volution longitudinale de l’instabilite´ TS tridimensionnelle sur une aile en
fle`che ; elle est obtenue par simulation nume´rique d’une plaque plane rigide dont l’inclinaison varie selon
le gradient de pression (mode´lise´ par son coefficient m ou par le parame`tre de Hartree βh =
2m
m+ 1
).
Notons que la figure 3.1(a) est sensiblement diffe´rente de son e´quivalente bidimensionnelle sur une aile
droite (cf. fig. 2.22). On observe qu’une diminution du gradient de pression entraˆıne, outre la baisse
du nombre de Reynolds critique, un e´largissement de la zone d’instabilite´ vers une plus grande gamme
du nombre d’onde. En superposant la courbe de la figure 3.1(b) (mode TS 3D) avec la courbe rouge
de la figure 2.21(b) (reproduite ici en pointille´s), on constate que sur une aile en fle`che le mode CF
devient pre´ponde´rant en termes de transition a` partir de β = 0.1, soit le´ge`rement a` l’avant du point
de pression minimale.
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(a) Courbes neutres du mode TS pour diffe´rentes
valeur du gradient de pression.
(b) Trait plein : courbe d’e´volution du nombre de
Reynolds critique du mode TS (β = 0) en fonction
du gradient de pression ; trait pointille´ : Courbe
du mode CF (β = 0.4).
Figure 3.1 – Evolution du mode TS sur paroi rigide en fonction du gradient de pression dans une
couche limite tridimensionnelle pour φ = 45◦.
3.1.2 Etude du mode CF
La figure 3.2 montre les courbes neutres du mode CF le long de l’aile en fle`che ; naturellement, les
nombre de Reynolds critique de ces trace´s se situent sur la courbe en pointille´s de la figure 3.1(b). On
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constate ici que c’est l’augmentation du gradient de pression qui provoque, outre une diminution du
nombre de Reynolds, l’e´largissement de la zone d’instabilite´ en termes de nombre d’onde.
Cette meˆme figure re´ve`le que lorsque le gradient de pression augmente, le nombre d’onde longitu-
dinal correspondant a` Re critique cesse d’eˆtre nul pour atteindre 0.05, ce qui est a` priori incompatible
avec la notion d’onde transversale ; ceci s’explique par une asyme´trie dans la distribution de l’instabilite´
par rapport a` l’angle d’onde ǫ = tan−1
β
α
, duˆe a` la vitesse transversale [119].
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Figure 3.2 – Courbes neutres du mode CF dans une couche limite tridimensionnelle pour φ = 45◦,
β = 0.4 et diffe´rentes valeurs du gradient de pression.
Les courbes de stabilite´ marginale du mode CF sont trace´es dans la figure 3.2 en fixant β a` sa
valeur la plus de´stabilisante (valeur offrant le Rec le plus faible). Celle-ci a e´te´ fixe´e a` β = 0.4, ce qui
correspond a` une valeur moyenne ; en effet, on peut voir sur la figure 3.3 que dans la zone ou` le mode
CF est pre´ponde´rant, le Re critique minimal varie entre β = 0.5 et β = 0.3.
3.2 Influence de la perme´abilite´.
Comme il a e´te´ dit pre´alablement, l’amortissement sera assure´ par le passage du fluide a` travers
la paroi perme´able ; or, l’effet de cette dissipation e´nerge´tique sur une instabilite´ de´termine la place
de celle-ci dans la classification de Benjamin [11] et Landahl [105]. Rappelons e´galement que seules
les faibles perme´abilite´s (a ≤ 1) seront envisage´es dans cette e´tude, afin notamment de pre´server
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Figure 3.3 – Evolution du nombre de Reynolds critique du mode CF en fonction du nombre d’onde
transversal pour φ = 45◦ ; en bleu : m = 1 ; en rouge m = 0.1.
l’hypothe`se d’un e´coulement paralle`le et d’e´viter l’apparition du mode de divergence statique.
En termes de nombre de Reynolds critique, on constate sur la figure 3.4(a) que la dissipation
exerce un effet de´stabilisant sur les deux principales instabilite´s hydrodynamiques. Quantitativement,
cette de´stabilisation est nettement marque´e pour les ondes TS (ainsi que l’ont constate´ Chang et
al. [37], Hill & Straughan [92], ou encore Tilton & Cortelezzi [161] dans un e´coulement en canal avec
diffe´rents mode`les the´oriques), ce qui valide leur appartenance aux NEW ou perturbations de classe
A ; pour les modes CF, la diminution du Re critique est beaucoup plus faible alors que la perme´abilite´
utilise´e est dix fois supe´rieure. Cette faible sensibilite´ des modes CF a` la dissipation, les apparente
typologiquement a` des perturbations de classe C.
La figure 3.4(b) re´ve`le quant a` elle que l’amortissement duˆ a` la perme´abilite´ a pour effet d’aug-
menter la fre´quence critique des modes TS et CF –meˆme si ce n’est plus le cas a` proximite´ du point
de de´collement ; ici encore, la perme´abilite´ employe´e pour le mode CF est dix fois supe´rieure a` celle
du mode TS, et dans les deux cas l’effet est nettement marque´.
Nous allons a` pre´sent e´tudier plus pre´cise´ment l’effet de la perme´abilite´ sur les deux modes hydro-
dynamiques en un point pre´cis de l’aile ou` ils cohabitent ; le point choisi correspond a` un facteur de
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(a) Nombre de Reynolds critique dans une couche limite
tridimensionnelle.
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(b) Fre´quence critique dans une couche limite
tridimensionnelle.
Figure 3.4 – Influence de la perme´abilite´ sur les courbes d’e´volution du nombre de Reynolds critique
et de la fre´quence critique sur une aile en fle`che a` φ = 45◦ ; Traits pleins : modes TS (en bleu) et
CF (en vert), sur paroi imperme´able ; traits pointille´s : mode TS (en bleu) sur paroi perme´able avec
a = 0.1, et CF (en vert) sur paroi perme´able avec a = 1. On rappelle que le facteur de gradient de
pression est lie´ au parame`tre de Hartree par : m = β/(2− β).
gradient de pression de m = 0.2, soit βH = 1/3.
 
(a) Effet de la permeabilite´ sur les courbes neutres du mode
TS.
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(b) Evolution du taux de croissance temporel des ondes
TS en fonction du nombre d’onde au point critique,
avec et sans perme´abilite´. Trait plein : a = 0 ; trait
pointille´ : a = 0.1. (Re = 1500)
Figure 3.5 – Influence de la permeabilite´ sur le mode TS 3D (m = 0.2, φ = 45◦ et β = 0)
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Les courbes neutres des figures 3.5(a) et 3.6(a) illustrent l’e´volution des modes hydrodynamiques
en fonction de la perme´abilite´. Sans surprise, la zone d’instabilite´ du mode TS tridimensionnel (fig.
3.5(a)) se trouve conside´rablement e´largie en termes de nombre d’onde tandis que son Re critique
diminue. La figure 3.5(b) montre l’e´le´vation du taux de croissance pour toutes les longueurs d’onde,
lorsque a passe de 0 a` 0.1.
Re
?
 
 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
a= 0
a= 0.1
a= 0.5
a= 1
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(b) Evolution du taux de croissance temporel des
tourbillons Crossflow en fonction du nombre d’onde
au point critique, avec et sans perme´abilite´. Trait
plein : a = 0 ; trait pointille´ : a = 1. (Re = 250)
Figure 3.6 – Influence de la permeabilite´ sur le mode CF (m = 0.2, φ = 45◦ et β = 0.4)
Pour les modes CF (fig. 3.6(a)) –et malgre´ une plus forte perme´abilite´–, on retrouve la variation
quasi-nulle du Re critique e´voque´e ci-dessus, accompagne´e d’un le´ger accroissement de la zone d’insta-
bilite´. L’e´le´vation du taux de croissance lorsque a = 1 (fig. 3.6(b)) concerne uniquement les nombres
d’onde supe´rieurs a` 0.04, et se trouve la` encore atte´nue´ par rapport aux effets observe´s sur les ondes
TS.
Les profils des deux perturbations hydrodynamiques aux points critiques des courbes neutres ci-
dessus sont repre´sente´s sur les figures 3.7(a) et 3.7(b), avec et sans perme´abilite´. On y note que
l’influence globale de la perme´abilite´ est mineure.
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(a) mode TS 3D ; en bleu : a = 0, Re = 1520 et
α = 0.169 ; en rouge : a = 0.1, Re = 450 et
α = 0.191
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(b) mode CF ; en bleu : a = 0, Re = 242 et
α = 0.038 ; en rouge : a = 1, Re = 234 et
α = 0.058
Figure 3.7 – Profils des perturbations hydrodynamiques dans une couche limite tridimensionnelle,
aux points critiques des courbes des figure 3.5(a) et 3.6(a).
3.3 Paroi compliante.
3.3.1 Effets de la compliance sur une couche limite de Blasius
L’influence de la compliance sur les couches limites a fait l’objet d’e´tudes plus fournies que celle
de la perme´abilite´. Pour les couches limites de Blasius, ces effets ont e´te´ renseigne´s notamment par
Carpenter & Garrad [29, 30], Allen [4] ou encore Al Musleh & Frendi [130]. Leur conclusion ge´ne´rale
est que la compliance stabilise les ondes TS bidimensionnelles tout en provoquant l’apparition d’ondes
de paroi hydroe´lastiques de type FISI. Ce constat est confirme´ par les courbes en trait plein des figures
3.8 et 3.10 ; pour E ≤ ×3× 105, on retrouve sur les courbes neutres du mode TS 2D –et en de´pit du
fait que l’e´chelle de longueur utilise´e ici soit δ et non plus δ∗– la division de la zone d’instabilite´ de´ja`
observe´e par Carpenter & Garrad [29] (cf. fig. 1.8). La figure 3.9 pre´sente les profils des perturbations
du mode TS 2D au point critique de la courbe neutre, ainsi que l’influence de la perme´abilite´ sur ces
profils ; la principale alte´ration visible re´side dans le profil de la vitesse normale v, dont la valeur a` la
paroi cesse d’eˆtre nulle.
On remarque dans la figure 3.10, les trois zones d’instabilite´ repe´re´es I, II et III qui constituent la
courbe neutre des modes FISI, et dont les surfaces augmentent avec la compliance. La re´gion centrale,
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Figure 3.8 – Traits continus : Courbes neutres du mode TS dans une couche limite de Blasius pour
diffe´rents modules d’Young de la paroi ; traits pointille´s : isolignes de fre´quence pour E = 3 × 105, ω
croissant dans le sens de la fle`che avec un pas de 4× 10−3 (φ = 0◦, m = 0, β = 0)
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Figure 3.9 – Profils des perturbations du mode TS dans une couche limite de Blasius au point critique.
En bleu : a = 0 ; en rouge : a = 1 (Re = 300, α = 0.18, φ = 0◦, m = 0, β = 0)
note´e I, pre´sente un taux de croissance plus e´leve´ que les zones late´rales II et III (cf. partie droite
de la figure 3.12). Selon Carpenter & Garrad [29, 30], cette meˆme zone correspond au mode TWF
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Figure 3.10 – Traits continus : Courbes neutres du mode TWF sur une couche limite de Blasius pour
diffe´rents modules d’Young de la paroi (φ = 0◦, m = 0, β = 0) ; traits pointille´s : isolignes de fre´quence
pour E = 3× 105, ω croissant dans le sens de la fle`che avec un pas de 5× 10−3.
dont la vitesse de phase est proche de la vitesse du courant libre (cf. fig. 1.10) ; de fait, l’e´tude du
mode correspondant re´ve`le que sa vitesse de phase reste toujours proche de (et infe´rieure a`) l’unite´.
Les modes correspondant aux zones II et III –e´galement hydroe´lastiques– posse`dent quant a` eux des
vitesses de phases supe´rieures a` la vitesse du courant libre. On constate d’ailleurs sur la figure 3.11
que le profil du mode I diffe`re sensiblement de celui des modes II et III.
En de´pit de ces diffe´rences, les trois modes s’apparentent de par leur vitesse de phase a` des insta-
bilite´s convectives de type PEW ; il sera d’ailleurs ve´rifie´ dans le chapitre suivant que la pre´sence de
dissipation dans la paroi exerce un effet stabilisant sur eux, meˆme si l’on observe sur la figure 3.11 que
la forme de leurs profils ne s’en trouve pas significativement affecte´e.
La figure 3.12 livre un aperc¸u de l’e´volution de la stabilite´ lorsque le nombre d’onde balaie une
plage allant de 0.02 a` 0.2, pour Re = 1500 et E = 5 × 105 Pa. On y trouve la confirmation que le
mode TS (en bleu) pre´domine pour α < 0.15 –avec une le´ge`re rupture dans l’accroissement de du taux
de croissance pour α = 0.08, qui pre´figure la division de la courbe neutre en deux zones distinctes qui
a lieu a` partir de E = 3 × 105 Pa. Le mode FISI, quant a` lui, couvre une zone d’instabilite´ allant
au-dela` de α = 0.15 et divise´e en trois pics distincts (voir le de´tail sur la partie droite de la figure
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Figure 3.11 – Profils des modes TWF dans la region I (a` Re=2500), II (a` Re=1200) et III (a`
Re=4000). En bleu : a = 0 ; en rouge : a = 1 (autres parame`tres : α = 0.12, E = 5 × 105 Pa, φ = 0,
m = 0, β = 0).
 
Figure 3.12 – Spectre temporel dans la couche limite de Blasius pour 0.02 < α < 0.2. En bleu :
mode TS ; en rouge : mode FISI. Les deux instabilite´s e´voluent de la gauche vers la droite (Re = 1500
E = 5× 105 Pa, φ = 0, m = 0, β = 0).
3.12). Ceux-ci repre´sentent bien entendu, de gauche a` droite, les trois zones III, I et II de la figure 3.10
et confirment une nette pre´dominance de l’instabilite´ de la zone I en termes de taux de croissance.
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Pour finir, une vue globale des instabilite´s de la couche limite de Blasius est donne´e par les figures
3.13(a) et 3.13(b), pour E = 5× 105 Pa et E = 3× 105 Pa respectivement. On constate que dans le
premier cas, l’onde TS et l’insabilite´ TWF de la zone I sont du meˆme ordre de grandeur, cette dernie`re
s’imposant seulement pour de hautes valeurs de Re et α.
Dans le second cas en revanche, la plus grande flexibilite´ se traduit par une nette augmentation du
mode TWF de la re´gion I, au regard duquel l’onde TS est maintenant infe´rieure d’un ordre environ.
Les modes TWF des re´gions II et III, quant a` eux, conservent un taux de croissance ne´gligeable par
rapport a` celui de la re´gion I, meˆme avec de fortes compliances.
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Figure 3.13 – Evolution du taux de croissance des modes TS et TWF dans une couche limite de
Blasius lorsque la compliance augmente.
3.3.2 Effets de la compliance sur une couche limite tridimensionnelle
L’influence de la compliance sur les modes CF et TWF dans une couche limite tridimensionnelle
est illustre´e par les courbes de stabilite´ marginale des figures 3.14, 3.15 et 3.17. La partie gauche de la
figure 3.14 confirme que le nombre de Reynolds critique du mode CF est peu affecte´ par la compliance,
ce qui s’explique par le faible couplage entre la paroi e´lastique et les tourbillons CF quasi-statiques ;
en revanche, pour de tre`s faibles valeurs du module d’e´lasticite´ (E ≤ 100Pa), la zone d’instabilite´
de´croˆıt tandis qu’une seconde zone a` vitesse de phase plus e´leve´e apparaˆıt a` des valeurs de α plus
grandes. Cette seconde zone posse`de un taux de croissance bien plus forte, comme en te´moigne le
spectre repre´sente´ a` droite de la figure 3.14. Ces re´sultats sont a` mettre en perspective du fait que
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de telles valeurs du module d’Young correspondent davantage a` une membrane peu tendue qu’a` une
paroi e´paisse de type Kramer, et que pour des compliances aussi fortes, l’hypothe`se d’un e´coulement
paralle`le n’est plus ve´rifie´e, ainsi que l’ont de´montre´ Ehrenstein & Rossi [57].
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Figure 3.14 – A gauche : variation des courbes neutres du mode CF lorsque le module e´lastique E
de´croˆıt dans le plan Re− α ; a` droite : spectre temporel de l’e´volution du mode CF entre α = 0.05 et
α = 0.15, pour E = 50 Pa et Re = 900. (β = 0.4 φ = 45◦, m = 0.2).
La figure 3.15 propose une vision d’ensemble dans le plan Re − β des instabilite´s transversales
sur une aile en fle`che ; on y constate la quasi-insensibilite´ des modes CF lorsque le module d’Young
varie, tandis que les modes hydroe´lastiques sont pre´visiblement de´stabilise´s par l’augmentation de la
compliance, a` la fois en termes de Re critique et de gamme du nombre d’onde transversal.
Ce re´sultat rejoint qualitativement les e´tudes de Cooper & Carpenter [46] sur disque tournant
(cf. fig. 1.9) ; ces derniers distinguent trois cate´gories de perturbations qu’ils de´signent comme Type
I (perturbations non-visqueuses, comprenant les tourbillons CF), Type II et Type III. Dans cette
de´nomination, la zone CF de la figure 3.15 correspond a` une perturbation de Type I, tandis que la
zone TWF correspond a` une perturbation de Type II –a` ceci pre`s qu’elle croˆıt continuˆment lorsque E
diminue, tandis que les perturbations de Type II finissent par se stabiliser sous l’effet Coriolis [34, 46].
Les perturbations de Type II, re´pute´es de´licates a` de´finir, ont de´ja` e´te´ e´voque´es dans le chapitre 1.
De´crites par Carpenter & Thomas [34] comme visqueuses et de faible intensite´, elles n’apparaissent dans
les simulations sur disque tournant que si l’effet Coriolis est pris en compte. Leur forme stationnaire
n’est pas de´terminante en termes de transition puisqu’elle se manifeste a` des nombres de Reynolds
critiques plus e´leve´s que les perturbations de Type I. Lingwood [107], qui a mis en e´vidence ces
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Figure 3.15 – Variation des courbes neutres du mode CF lorsque le module e´lastique E de´croˆıt dans
le plan Re− β pour α = 0.05 (φ = 45◦, m = 0.2)
perturbations de Type II dans ses expe´rimentations, note une possibilite´ de coalescence avec des
perturbations de Type I. Le produit de cette coalescence connaˆıt une croissance alge´brique qui, selon
les simulations nume´riques de Davies & Carpenter [52] est domine´e par la croissance exponentielle des
perturbations de Type I.
Le spectre temporel a` gauche de la figure 3.16 illustre l’e´volution des deux modes CF et TWF
lorsque β varie entre 0.05 et 0.6 (toutes les valeurs des modes ne se trouvent pas sur la figure, qui a
e´te´ agrandie pour des raisons de visibilite´). Comme le montre la partie droite de cette meˆme figure, le
mode FISI, pre´dominant aux faibles valeurs du nombre d’onde transversal, voit son taux de croissance
temporel de´croˆıtre jusqu’a` devenir ne´gatif pour β = 0.17 environ ; cependant, le mode Crossflow
devient a` son tour instable dans la plage 0.23 < β < 0.55, avec un taux de croissance maximal du
meˆme ordre de grandeur que celui du mode TWF.
On retrouve l’e´volution du mode TWF en fonction de E (cette fois dans le plan Re − α) sur la
figure 3.17 (le nombre d’onde transversal est maintenu a` la valeur de 0.4 pour permettre le lien avec
les courbes du mode CF de la figure 3.14). Pour de tre`s fortes compliances, on constate que la zone
d’instabilite´ (colore´e en vert pour E = 100Pa) se de´cale vers les faibles nombres de Reynolds tout en
s’affinant.
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Figure 3.16 – A gauche : spectre temporel dans la couche limite tridimensionnelle pour 0.05 < β < 0.6
(de´tail) ; en bleu : mode CF ; en rouge : mode FISI ; les deux modes e´voluent dans le sens des fle`ches.
A droite : courbe d’instabilite´ des deux modes sur le meˆme intervalle (Re = 300 E = 104 Pa, φ = 45◦,
m = 0.2, α = 0.05).
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Figure 3.17 – Effet de la variation du module d’Young sur le mode TWF dans une couche limite
tridimensionnelle. (φ = 45◦, m = 0.2, β = 0.4). La re´gion instable correspondant a` E = 100 Pa est
colore´e pour une meilleure compre´hension.
Les profils des modes CF et TWF aux points critiques sont repre´sente´s sur les figures 3.18(a)
et 3.18(b) pour une e´lasticite´ de 100 Pa ; comme on le constate, l’influence de la perme´abilite´ est
pratiquement nulle sur les formes des vitesses du mode CF comme sur ceux des ondes hydroe´lastiques.
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(a) Mode CF a` Re = 242 and α = 0.04 ; en bleu :
a = 0 ; en rouge : a = 1.
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(b) mode TWF a` Re = 140 and α = 0.25 ; en bleu :
a = 0 ; en rouge : a = 1.
Figure 3.18 – Profils des modes CF et TWF aux points critiques (E = 100 Pa, φ = 45◦, m = 0.2,
β = 0.4).
3.4 Parois poroe´lastiques
On appelle ici paroi poroe´lastique une paroi compliante garnie d’un re´seau de pores de´bouchants
qui permettent au fluide de la traverser. Dans ces conditions, l’amortissement des oscillations de la
paroi est assure´ par le passage de ce fluide a` travers les pores (cf. fig. 2.16) ; la loi de filtration a`
travers la paroi, de type loi de Darcy, est fournie par l’e´quation 2.50. L’effet dissipatif ainsi obtenu est
un amortissement semblable a` celui du substrat visqueux d’une paroi de Kramer, avec une diffe´rence
toutefois : la densite´ est la meˆme des deux coˆte´s de la paroi, ce qui e´limine le ”terme supple´mentaire”
qui apparaˆıt en ae´rodynamique dans l’e´quation dynamique de la paroi du fait de la diffe´rence de
densite´ entre fluide et substrat [26].
3.4.1 Effets de la poroe´lasticite´ sur une couche limite de Blasius
Selon la litte´rature (cf. chapitre I), on peut s’attendre a` ce que la perme´abilite´ stabilise les TWF
qui sont des instabilite´s de classe B [105, 12, 29, 30] tout en de´stabilisant les modes TS, qui sont
quant a` eux de classe A [29, 30, 175, 158]. De fait, les figures 3.19 et 3.20 pre´sentent, pour une couche
limite de Blasius, des e´volutions des modes hydrodynamique et hydroe´lastique conformes a` cette
assertion. Sur la figure 3.19, la zone d’instabilite´ initiale (pour a = 0) est divise´e en deux du fait de la
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compliance (cf. courbe en jaune de la figure 3.8, pour E = 3×105 Pa). On observe que l’accroissement
de la perme´abilite´ augmente la zone instable tout en re´duisant sensiblement le nombre de Reynolds
critique des modes TS. L’explication physique de cette de´stabilisation re´side dans l’augmentation des
contraintes de Reynolds qu’engendre la dissipation a` proximite´ de la paroi, et du transfert d’e´nergie
qui en de´coule depuis le courant principal.
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Figure 3.19 – Courbes neutres des modes TS pour diffe´rentes valeurs du coefficient de permeabilite´
a dans une couche limite de Blasius sur paroi compliante (φ = 0◦, m = 0, β = 0, E = 3× 105 Pa).
En gardant la meˆme gamme de perme´abilite´, la figure 3.20 pre´sente l’e´volution des modes FISI
dans une couche limite de Blasius. Le re´sultat observe´ rejoint les remarques pre´ce´dentes quant aux
trois zones, a` savoir que la zone I (zone centrale) se re´ve`le d’une nature diffe´rente des zones II et III. En
effet, la perme´abilite´ stabilise essentiellement ces deux dernie`res –allant jusqu’a` les faire entie`rement
disparaˆıtre pour a ≥ 0.3– tandis que l’aire de la zone I varie tre`s peu. Ce constat permet d’identifier
les modes associe´s aux zones II et III comme des instabilite´s de classe B.
En ce qui concerne le mode associe´ a` la zone I, sa faible sensibilite´ a` la dissipation semblerait
l’apparenter a` la classe C, mais sa vitesse de phase proche de la vitesse du courant libre contredit cette
hypothe`se puisque, selon Gad-el-Hak [69], toutes les perturbations hydroe´lastiques de classe C sont
absolues. Il semblerait donc que le transfert irre´versible d’e´nergie vers la paroi affecte bel et bien cette
perturbation, mais que la forme ”en V” de sa zone d’instabilite´ minimise visuellement cet effet sur la
88
3.4. PAROIS POROE´LASTIQUES
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
0.14
0.16
0.18
0.2
0.22
 Re 
 ?
 
 
a = 0
a = 0.01
a = 0.03
a = 0.05
a = 0.1
Figure 3.20 – Courbes neutres des modes TWF pour diffe´rentes valeurs du coefficient de permeabilite´
a dans une couche limite de Blasius sur paroi compliante (φ = 0◦, m = 0, β = 0, E = 3× 105 Pa).
figure 3.20.
L’effet de la perme´abilite´ sur les TWF des zones II et III est particulie`rement spectaculaire pour
a ≤ 0.05, valeurs auxquelles on observe une re´duction des aires d’instabilite´ de ces modes de l’ordre de
80% ; de plus, le fait de se limiter a` ces tre`s faibles valeurs de a pre´sentent deux avantages : d’une part
re´duire l’impact de´stabilisant de la dissipation sur les modes TS, d’autre part conserver un e´coulement
paralle`le.
3.4.2 Effets de la poroe´lasticite´ sur une couche limite tridimensionnelle
L’effet de la poroe´lasticite´ sur les modes Crossflow est visible sur les courbes de stabilite´ marginale
de la figure 3.21, issues de la courbe rouge de la figure 3.14 (donc pour une paroi tre`s flexible, a` E =
100 Pa). Ainsi qu’il a e´te´ constate´ sur la courbe d’e´volution de la figure 3.4(a), le nombre de Reynolds
critique reste quasiment identique lorsque a augmente. La zone d’instabilite´ globale est elle aussi
globalement invariable pour les modes CF de basse fre´quence comme pour ceux de haute fre´quence,
ce qui correspond au comportement attendu d’une instabilite´ de classe C. Cette faible sensibilite´ des
modes Crossflow a` la perme´abilite´ provient du fait que cette dernie`re ne modifie pratiquement pas
l’e´coulement de base (tout au moins pour les faibles valeurs de a conside´re´es), et n’agit donc pas
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Figure 3.21 – Traits continus : courbes neutres du mode CF pour diffe´rentes valeurs de a (φ = 45◦,
m = 0.2, β = 0.4, E = 100 Pa). Traits pointille´s : isolignes de fre´quences pour a = 0, ω croissant dans
le sens de la fle`che avec un pas de 5× 10−3. Les lignes horizontales autour de α = 0.2 pour Re ≤ 400
proviennent d’un artifice du code, a` l’interface entre deux modes ayant des frequences diffe´rentes.
directement sur les instabilite´s issues d’un point d’inflexion du profil de vitesse, dont font partie les
tourbillons Crossflow.
Ce constat est confirme´ par les courbes neutres du mode CF dans le plan Re− β, repre´sente´es sur
la figure 3.22 ; on y voit en revanche que l’effet de la perme´abilite´ sur les ondes hydroe´lastiques semble
plus marque´, tant pour la re´duction de la zone d’instabilite´ que pour l’accroissement de Re critique.
Une analyse des seuls modes FISI tridimensionnels dans le plan Re−α le confirme : la perme´abilite´
permet une stabilisation conse´quente de ces modes (cf. fig. 3.23) ; en effet, le nombre de Reynolds double
presque lorsque le coefficient de perme´abilite´ passe de 0 a` 0.4.
3.5 Conclusions
L’analyse temporelle line´aire de la stabilite´ a permis d’e´tudier l’effet des caracte´ristiques de la paroi
sur les perturbations pre´sentes dans une couche limite paralle`le incompressible. Malgre´ la simplicite´
de l’approche, les re´sultats obtenus fournissent une ide´e ge´ne´rale de la manie`re dont la compliance
et la perme´abilite´ se combinent pour modifier la stabilite´ de l’e´coulement sur une aile droite ou en
fle`che ; ces re´sultats ont des implications sur les techniques de controˆle passif base´es sur les parois
90
3.5. CONCLUSIONS
 
Figure 3.22 – Traits continus : Courbes neutres des modes CF et TWF pour diffe´rentes valeurs de a
(φ = 45◦, m = 0.2, α = 0.04, E = 100 Pa). Traits pointille´s : isolignes de fre´quences pour a = 0, ω
croissant dans le sens de la fle`che avec un pas de 1× 10−3.
poroe´lastiques, largement employe´es dans les approches biomime´tiques.
La perme´abilite´ s’est ainsi re´ve´le´e de´stabilisante pour les modes hydrodynamiques, de fac¸on mar-
que´e pour les ondes TS et beaucoup moins marque´ pour les tourbillons Crossflow. En ce qui concerne
la compliance, son effet stabilisant sur les modes TS [29, 30] s’est ve´rifie´ sur les ailes droites comme
sur les ailes en fle`che, ainsi que son roˆle dans l’apparition des modes hydroe´lastiques de type TWF.
En revanche, les tourbillons Crossflow, de´cisifs en ce qui concerne la transition sur les ailes en fle`che,
ne se re´ve`lent sensible a` la diminution du module d’Young de la paroi que lorsque celui-ci atteint des
valeurs tre`s faibles.
Toutefois, le re´sultat le plus e´difiant en termes de controˆle de la transition re´side dans l’effet
stabilisant de la perme´abilite´ sur les modes FISI, dont l’apparition peut eˆtre significativement retarde´e
meˆme lorsque a reste faible –qu’il s’agisse d’une couche limite 2D ou 3D. La valeur optimale du
coefficient de perme´abilite´ se situe ainsi vers a = 0.03, ce qui correspond a` une porosite´ tre`s raisonnable
de KD = 2.5× 10
−13 m2.
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Figure 3.23 – Traits continus : Courbes neutres du mode TWF pour diffe´rentes valeurs de a dans
une couche limite tridimensionnelle. Traits pointille´s : isolignes de fre´quences pour a = 0, ω croissant
dans le sens de la fle`che avec un pas de 5× 10−3 (φ = 45◦, m = 0.2, β = 0.4, E = 100 Pa). Les lignes
horizontales autour de α = 0.2 pour Re ≤ 400 sont un artifice du code, a` l’interface entre deux modes
ayant des frequences diffe´rentes.
Ce constat, associe´ a` la quasi insensibilite´ des modes CF envers la dissipation d’e´nergie, fait de la
perme´abilite´ une solution prometteuse en termes de retardement de transition dans les couches limites
tridimensionnelles sur paroi compliante. La compliance peut en effet eˆtre envisage´e pour stabiliser les
modes hydrodynamiques tandis que la perme´abilite´ retarde et atte´nue l’apparition des modes FISI.
Naturellement, une e´tude de´taille´e des taux de croissance de ces instabilite´s tridimensionnelles ainsi
que de leur sensibilite´ a` la perme´abilite´, permettra de comple´ter ces re´sultats.
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Chapitre 4
Analyse line´aire d’une couche limite
ae´rodynamique aspire´e sur une paroi
poroe´lastique
L’objet de ce chapitre, qui s’inspire des travaux de Pluvinage & al. [139] est d’e´tudier, a` travers
l’analyse spatiale de la stabilite´ line´aire, l’impact d’une paroi perme´able et compliante sur la couche
limite aspire´e d’un e´coulement paralle`le incompressible. Le controˆle des e´coulements laminaires par
utilisation d’une couche limite aspire´e (ou ASBL, pour Asymptotic Suction Boundary Layer) est une
technique couramment e´tudie´e et employe´e pour ame´liorer les performances ae´rodynamiques. Cette
me´thode, qui a fait ses preuves pour retarder la transition vers la turbulence [97], ne permet pas
en revanche de relaminariser un e´coulement de´ja` turbulent car les vitesses de succion ne´cessaires
ne´cessiteraient un trop grand apport d’e´nergie.
Il a longtemps e´te´ admis que le seuil de la transition vers la turbulence dans une couche limite
aspire´e se situait a` une valeur du nombre de Reynolds base´ sur la couche limite de de´placement
de Reδ∗ = 54000 (cf. par exemple les travaux de Hocking [93] ou ceux plus re´cents de Fransson et
Alfredsson [65]) ; cette valeur est exceptionnellement haute puisqu’elle est deux ordres de grandeur
au-dessus de celle d’une couche limite de Blasius pour la meˆme vitesse de courant externe. Toutefois,
une telle stabilisation n’a jamais e´te´ observe´e expe´rimentalement et la transition a meˆme parfois e´te´
constate´e a` des nombre de Reynolds de l’ordre de Re ≈ 300 (Schlatter & Orlu 2011).
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De pre´ce´dents travaux portant sur des couches limites aspire´es au moyen de rainures longitundi-
nales, de panneaux poreux ou d’un re´seau discret de trous ont e´te´ mene´es par, entre autres, Pfenninger
& Groth [137], Reynolds & Saric [150] ou MacManus & Eaton [121]. Une revue ge´ne´rale des re´sultats
obtenus expe´rimentalement en souﬄerie avec diffe´rents types de surface est fournie par Gregory [85],
ainsi qu’une discussion sur les applications pratiques de ces travaux en ae´ronautique. Tous ces travaux
ont en commun de poser le postulat d’une perme´abilite´ de paroi ne´gligeable, or nous verrons dans
ce chapitre que meˆme une faible perme´abilite´ exerce une influence capitale sur la transition vers la
turbulence.
Au terme de recherches a` la fois expe´rimentales et nume´riques, MacManus & Eaton [121] ont
abouti a` la conclusion qu’une succion applique´ a` travers un re´seau discret de trous peut de´stabiliser
l’e´coulement en induisant des tourbillons co-rotatifs longitudinaux. Dans leurs e´tudes, le rapport entre
le diame`tre des perforations et l’e´paisseur de la couche limite e´tait assez e´leve´ puisqu’il avoisinait
l’unite´. Un meilleur controˆle peut eˆtre assure´ par l’usage de panneaux de succion, qui permettent une
distribution quasi-uniforme de la vitesse normale a` la paroi.
Une e´tude the´orique et expe´rimentale sur l’effet d’une couche limite aspire´e sur la transition a
e´te´ effectue´e par Fransson [67] en souﬄerie. Une aspiration uniforme a e´te´ applique´e dans une couche
limite d’e´paisseur quasiment constante sur une longueur de 1800mm, et les mesures ainsi effectue´es
ne s’accordent pas toujours avec les re´sultats obtenus en matie`re de stabilite´ line´aire.
Outre la perme´abilite´, les effets ae´roe´lastiques sont e´galement importants pour les applications
ae´ronautiques ; ainsi, nous verrons que l’interaction entre aspiration de la couche limite et compliance
de la paroi peut s’ave´rer d’une importance capitale pour de´finir l’apparition des instabilite´s ae´rody-
namiques.
Dans ce chapitre, l’analyse de stabilite´ line´aire spatiale est utilise´e pre´fe´rentiellement a` l’analyse
temporelle, principalement dans un but de comparaison avec des travaux ante´rieurs.
4.1 Le mode`le
La figure 4.1 repre´sente sche´matiquement une couche limite aspire´e a` une vitesse de succion V0,
sur une paroi poreuse.
La continuite´ et la quantite´ de mouvement de l’e´coulement sont alors re´gies par les e´quations
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Figure 4.1 – Repre´sentation sche´matique du proble`me considere´.
expose´es dans le chapitre 2.2.2, tandis que les conditions aux limites sont re´gies par la version bidi-
mensionnelle des e´quations 2.56 et 2.57 (pour un amortissement d et une tension de paroi T nuls) :
i
χ
Re
ω(vˆ + apˆ) +
1
U ′Re
(
B
Re2
α4 + κRe2
)
uˆ = pˆ, (E-4.1)
−iωuˆ+ U ′(vˆ + apˆ) = 0, (E-4.2)
Ou` χ =
ρpUeb
ρν
est la masse surfacique adimensionne´e de la paroi, B =
B∗Ue
ρν3
sa rigidite´ flexurale
adimensionne´e (B∗ =
Eb3
12(1− ν2p)
e´tant la rigidite´ flexurale par unite´ de longueur en N.m, E le module
d’Young et νp le coefficient de Poisson de la paroi), κ =
κ∗ν
ρU3e
la raideur des ressorts adimensionne´e et
a =
kDUe
νb
le coefficient de perme´abilite´ adimensionne´.
Encore une fois, l’adimensionnement choisi suppose que la vitesse de l’e´coulement externe Ue est
fixe´e et que Re augmente le long de la paroi dans le sens des x positifs en agissant sur la vitesse
d’aspiration Vo (qui doit toutefois rester faible devant Ue pour que les e´quations restent valides).
Dans la limite d’une paroi rigide, les e´quations ci-dessus donnent uˆ = vˆ + apˆ = 0 au contact de la
paroi, une condition initialement propose´e par Gustavsson [90], mais jamais mise en pratique.
4.2 Comparaison avec les re´sultats expe´rimentaux de Fransson &
Alfredsson
Afin de valider notre mode`le nous nous re´fe´rons aux re´sultats obtenus en souﬄerie par Fransson &
Alfredsson [65] ; le fluide conside´re´ est de l’air (ρ = 1.225 kgm−3, ν = 1.5×10−5 m2s−1) qui s’e´coule a`
une vitesse Ue = 5 ms
−1 sur une plaque e´paisse poreuse de module d’young E = 974MPa, coefficient
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de Poisson νP = 0.5 et perme´abilite´ isotrope kD = 3.7× 10
−12 m2 (cf. fig. 4.2).
Figure 4.2 – Vue simplifie´e du dispositif expe´rimental de Fransson & Alfredsson (d’apre`s Fransson &
Alfredsson [65]).
En adoptant une densite´ de ρp = 945 kgm
−3, la masse adimensionne´e de la paroi est χ = 8.23×105,
sa rigidite´ flexurale B = 4.4× 106E et le coefficient de perme´abilite´ a = 3.854× 10−4. On voit que la
rigidite´ flexurale B de´pend de la valeur dimensionne´e de E en Pascal, mais utilise´e ici sans unite´ ; il
est en effet utile de connaˆıtre la relation liant B a` E afin d’e´tudier l’influence du module d’Young sur
la stabilite´ comme on le fera par la suite.
La plaque utilise´e pour les essais est supporte´e par des barres profile´es en T, distantes l’une de
l’autre d’une longueurM = 50 mm comme on peut le voir sur la figure 4.3. Aux points de contact avec
les barres la de´flexion de la plaque est nulle, alors qu’a` e´gale distance entre deux barres, la de´flexion
maximale a e´te´ mesure´e a` une valeur de 50 µm pour un diffe´rentiel de pression de ∆P = 1500 Pa de
part et d’autre de la plaque.
Figure 4.3 – Vue de dessus de la grille supportant la plaque perme´able dans le dispositif expe´rimental
de Fransson & Alfredsson (d’apre`s Fransson & Alfredsson [65]). M = 50mm et dp = 5mm.
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La valeur de 50 µm est en accord avec la valeur the´orique qui peut eˆtre calcule´e sur le mode`le
d’une plaque simplement pose´e entre appuis et soumise a` la flexion sous l’effet d’une pression re´partie
de manie`re constante Dans un tel cas, la the´orie [39] pre´dit une de´flexion maximale a` e´quidistance
des appuis de
5h∆PL4
384EI
(h e´tant la profondeur de la plaque), avec I =
b3h
12
, i.e. 46 µm. La raideur
e´quivalente des ressorts κ∗ =
6.4E b3
L4
= 3.3×107N m−3 est ainsi de´finie, avec sa valeur adimensionne´e
correspondante κ ≈ 3. En adoptant les valeurs rapporte´es par Fransson & Alfredsson [65], la plaque
peut eˆtre conside´re´e comme totalement rigide.
4.2.1 Comparaison en termes de nombre d’onde
La formule de la fre´quence adimensionne´e F traditionnellement utilise´e pour calculer nume´rique-
ment les courbes neutres d’une couche limite est : F = 106
ωr
Re
. Ces courbes neutres, pour deux plaques
rigides perme´able et imperme´able, sont repre´sente´es sur la figure 4.4 ; on voit que meˆme un faible coef-
ficient de perme´abilite´ suffit a` de´stabiliser la couche limite tout en augmentant la valeur de la fre´quence
critique des onde TS.
Fransson & Alfredsson [65] ont effectue´ des mesures stables a` Re = 347 et F = 59. La figure 4.5
pre´sente l’e´volution des parties re´elle et imaginaire du nombre d’onde α lorsque la permeabilite´ varie
de 0 a` 1 dans les meˆmes conditions d’expe´rimentation.
Les lignes pointille´es horizontales du graphique correspondent aux valeurs mesure´es αr = 0.043 et
αi = 0.015 ; elles sont, respectivement, plus grande et plus faible que les valeurs de re´fe´rence calcule´es
pour a = 0 par Fransson & Alfredsson.
On voit sur la figure la figure 4.4 que lorsque a cesse d’eˆtre nul (0 6 a 6 0.15), les valeurs the´oriques
de αr et αi s’orientent dans la direction de leurs valeurs expe´rimentales. Pour obtenir une meilleur
concordance qualitative, il faudrait sans doute tenir compte du champ de perturbation sous-jacent la
paroi poreuse (qui est ici ne´glige´), voire changer de mode`le pour l’e´coulement a` travers la plaque, en
tenant compte par exemple des effets inertiels.
Toutefois, les tendances qualitatives re´ve´le´es ici graˆce a` la prise en compte de la perme´abilite´ en
comparaison des expe´rimentations minutieuses de Fransson & Alfredsson, sont un encouragement a`
approfondir la question sur la base du pre´sent mode`le.
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Figure 4.4 – Courbes de stabilite´ marginale pour une surface rigide avec a = 0 dans les conditions
de Fransson & Alfredsson (a = 3.854 × 10−4, κ = 2.94). Ces courbes restent identiques lorsque κ
augmente.
4.2.2 Influence de la perme´abilite´ de la surface
La perme´abilite´ kD est traditionnellement comprise entre 2×10
−17m2 (be´ton) et 10−6m2 (mousses
me´talliques) [95] ; cette valeur de´pend de la porosite´ ainsi que de la structure du mate´riau. Le parame`tre
adimensionne´ a sera ainsi compris, en adoptant les parame`tres de Fransson & Alfredsson [65], dans un
intervalle [2 × 10−9, 102]. Toutefois, la limite supe´rieure de a sera prise a` 1 dans les calculs suivants ;
cette faible perme´abilite´ permet non seulement de garder la vraisemblance physique du mode`le de
Darcy, mais e´galement d’assurer l’hypothe`se d’un e´coulement paralle`le.
L’influence de a sur les courbes de stabilite´ marginale du mode TS est repre´sente´e sur la figure
4.6(a), dans le cadre d’une paroi rigide.
La courbe neutre correspondant ci-dessus a` a = 0.1 est de´taille´e dans la figure 4.7 pour plusieurs
valeurs de αi, superpose´e a` des isolignes de αr.
On constate que l’augmentation de a produit une de´stabilisation extreˆmement rapide, tant en
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Figure 4.5 – Variation des parties re´elle (courbes du haut) et imaginaire (courbes du bas) de α pour
diffe´rentes valeurs de l’e´lasticite´ E dans les conditions d’expe´rimentation de Fransson & Alfredsson :
Re = 347, F = 59, κ = 2.94 ; en noir : paroi rigide ; en bleu : E = 2×105 Pa ; en vert : E = 8×104 Pa ;
en violet : E = 5 × 104 Pa. Les parties re´elle et imaginaire de la valeur trouve´e expe´rimentalement
par Fransson & Alfredsson sont indique´es par des traits pointille´s.
termes de nombre de Reynolds que d’e´tendue des fre´quences de´stabilise´es. Ce constat est de´veloppe´
dans la figure 4.8(a) qui re´ve`le l’impressionnante e´volution du nombre de Reynolds critique ainsi que
de la fre´quence critique lorsque a passe de 0 a` 1 ; conjointement, l’influence de la perme´abilite´ dans ces
meˆmes limites sur le nombre d’onde est illustre´ dans la figure 4.8(b) (les valeurs critiques sont repe´re´es
par un indice c)
Pour un coefficient de perme´abilite´ de a = 1, Rec descend en-dessous de 70 avec une fre´quence
critique correspondante supe´rieure a` 103. Le comportement du nombre d’onde, en revanche, est moins
pre´visible puisqu’apre`s une premie`re augmentation pour 0 6 a 6 0.04, il chute brutalement jusqu’a`
a = 0.2 et remonte ensuite avec l’augmentation de la perme´abilite´. Toutes ces fluctuations restent
cependant circonscrites a` l’entourage de αr = 0.15.
Ces re´sultats montrent clairement qu’il est fondamental de tenir compte des effets de la perme´abilite´
dans toute e´tude portant sur la stabilite´ des couches limites aspire´es sur une surface poreuse. Dans la
101
CHAPITRE 4. ANALYSE LINE´AIRE D’UNE COUCHE LIMITE AE´RODYNAMIQUE
ASPIRE´E SUR UNE PAROI POROE´LASTIQUE
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
x 10
4
10
0
10
1
Re
F
(a) Courbes neutres du mode TS pour diverses valeurs de
a ; en vert : a = 0.1 ; en bleu : a = 0.05 ; en noir :
a = 0.02.
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(b) Evolution du taux de croissance temporel du mode
TS en fonction du nombre d’onde au point
critique, avec et sans perme´abilite´. En rouge :
a = 0 ; en vert : a = 0.1. (Re = 54380)
Figure 4.6 – Influence de la permeabilite´ sur le mode TS.
Figure 4.7 – En noir : Courbe neutre spatiale et courbes d’isolignes des taux de croissance spatiale
du mode T-S pour a = 0.1 ; en couleurs : isolignes des nombres d’ondes.
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Figure 4.8 – Evolution de caracte´ristiques critiques du mode TS en fonction de la permeabilite´ a ; a :
Nombre de Reynolds critique et fre´quence critique ; b : Nombre d’onde critique.
plupart des cas, il est approximatif de conside´rer comme nulle la perturbation de vitesse normale a`
la paroi pour y = 0, car meˆme une faible valeur du parame`tre de perme´abilite´ a entraˆıne de grandes
modifications dans la stabilite´ du courant.
4.3 Effet de la compliance et de la permeabilite´ sur les modes TS
Ainsi qu’il a e´te´ montre´ dans le chapitre 3, la diminution de l’e´lasticite´ de la paroi conduit a` une
stabilisation des modes TS dans une couche limite de Blasius. On constate la meˆme influence de la
compliance dans une couche limite aspire´e sur paroi imperme´able, comme l’illustre la figure 4.9. Le
module d’Young influe ici a` la fois sur la valeur de B et de κ, tous deux de´pendants line´airement de
E.
En revanche, l’effet combine´ de la porosite´ et de la flexibilite´ de la paroi, visible dans la figure 4.10,
est plus inattendu. Pour a = 0.1, la diminution du module d’Young provoque une le´ge`re de´stabilisation
des ondes TS, ce qui contredit le postulat [69] qu’une perturbation de classe A est ”force´ment stabilise´e
par un transfert irre´versible d’e´nergie du fluide vers la paroi”. On constate toutefois sur la partie droite
de la figure 4.10 que le taux de croissance spatial de l’onde TS varie tre`s peu lorsque le module d’Young
diminue.
103
CHAPITRE 4. ANALYSE LINE´AIRE D’UNE COUCHE LIMITE AE´RODYNAMIQUE
ASPIRE´E SUR UNE PAROI POROE´LASTIQUE
5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6
x 10
4
0.3
0.32
0.34
0.36
0.38
0.4
0.42
0.44
0.46
0.48
0.5
Re
F
Rigide
E = 5 × 10
5
 Pa
E = 10
6
 Pa
Figure 4.9 – Stabilisation du mode TS sur une paroi imperme´able par action de la compliance pour
trois compliances de paroi diffe´rentes (a = 0).
 
Figure 4.10 – A gauche : effet de la compliance sur la courbe neutre du mode TS pour trois compliances
de paroi diffe´rentes, avec a = 0.1 ; a` droite : spectre spatial associe´ a` l’e´volution du taux de croissance
spatial pour Re = 5000 et 1 < F < 16 (soit 0.005 < ωr < 0.08).
Cet effet de´stabilisant est attribuable a` l’action combine´e de la compliance et de la permeabilite´
de la paroi. Il existe un seuil au-dela` duquel la compliance cesse d’eˆtre un facteur d’atte´nuation des
modes TS, pour devenir de´stabilisante ; on peut voir sur la figure 4.11, par superposition des courbes
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de Rec pour des flexibilite´s de paroi E →∞ et E = 10
6Pa, que ce seuil se situe autour de a = 0.033.
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Figure 4.11 – effet combine´ de la permeabilite´ et de la compliance sur le nombre de Reynolds critique
du mode TS.
Le principal constat est que la compliance n’exerce pas une influence de´terminante sur les conditions
critiques du mode TS d’une couche limite aspire´e, en comparaison avec l’impact de la perme´abilite´. En
revanche, la flexibilite´ de la paroi peut engendrer des modes ae´roe´lastiques potentiellement dangereux,
dont traite le paragraphe suivant.
4.4 Instabilite´ absolue
Parvenu a` ce stade, il paraˆıt inte´ressant d’e´tudier l’e´ventualite´ d’une instabilite´ absolue –c’est-a`-
dire se propageant simultane´ment en amont et en aval de son point d’apparition– sous l’effet d’une
coalescence entre deux modes convectifs. La pre´sence de ce type d’instabilite´ dans les couches limites
de Blasius, rappelons-le, a e´te´ de´montre´e the´oriquement par Carpenter & Garrad [30] puis expe´rimen-
talement Lucey et al. [114],
L’approche asymptotique de Briggs [16], de´ja` e´voque´e pre´ce´demment, est applique´e ici ; cette de´-
marche, qui alterne analyse de stabilite´ temporelle et spatiale pour mettre en e´vidence la coalescence
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a` la fois dans le plan de Laplace et celui de Fourier, est de´taille´e par Schmid & Henningson [154].
Nous adoptons pour les simulations une vitesse de courant libre U∞ = 40ms
−1 (donc bien su-
pe´rieure a` celle des expe´rimentations de Fransson & Alfredsson [65] qui e´tait de 5ms−1) afin de
correspondre aux essais en souﬄerie qui ont lieu a` Orle´ans. La de´pendance fonctionnelle envers les pa-
rame`tres E et b reste inchange´e, donc χ varie toujours avec b tandis que B et κ restent proportionnels a`
E b3. Le fait d’e´crire de fac¸on explicite la de´pendance a` b permet de montrer que l’e´paisseur de la paroi
affecte l’apparition de l’instabilite´ absolue. Ainsi, pour une vitesse de courant libre de U∞ = 5ms
−1,
l’existence d’une instabilite´ absolue serait assujettie a` une e´paisseur de plaque infe´rieure a` 0.1 mm ; le
fait d’adopter une vitesse de courant plus importante permet ainsi d’utiliser une e´paisseur de plaque
plus conforme aux valeurs re´elles.
Conside´rons donc une plaque souple et poreuse en e´lastome`re (E = 10MPa) d’e´paisseur b =
2mm ; lorsque Re = 28000 et pour une faible perme´abilite´ de a = 0.4, il est possible en abaissant
le contour d’inversion temporel dans le plan de Laplace de mettre en e´vidence un branch point a`
ω0 = 5.96 10
−2 + 8.08× 10−3 i, comme on peut le voir sur la figure 4.12.
 
Figure 4.12 – Courbes obtenues dans le plan de Laplace pour la perturbation la plus instable, en
faisant varier αr entre 0 et 0.4 ; en noir : αi = 0 ; en bleu : αi = −0.05 ; en violet : αi = −0.1 ;
en vert : αi = −0.15 ; en rouge : αi = −0.189 ; le branch point est obtenu pour αi = −0.189, a`
ω0 = 5.96 10
−2 + 8.08× 10−3 i (E = 10MPa, Re = 28000 et a = 0.4).
Ce point est associe´ a` une singularite´ dans le plan de Fourier, correspondant au pincement du
contour d’inversion spatial dit pinch point, lequel se situe a` α0 = 0.1808− 0.189 i (fig. 4.13).
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Figure 4.13 – Spectres trace´s dans le plan de Fourier en faisant varier ωr entre 5.9×10
−2 et 6×10−2 ;
en violet : ωi = 7.98 × 10
−3 ; en noir : ωi = 8.08 × 10
−3 ; en bleu : ωi = 8.18 × 10
−3 ; le branch point
se situe a` α0 = 0.1808− 0.189 i (E = 10MPa, Re = 28000 et a = 0.4).
Pour autant qu’il est possible de comparer ce pinch point a` celui de l’instabilite´ absolue identifie´e
dans une couche limite de Blasius par Wiplier & Ehrenstein [174] (cf. fig. 1.15) dans leurs conditions
optimales respectives, on constate que le nombre d’onde est identique tandis que le taux de croissance
spatial est presque trois fois supe´rieur en valeur absolue (αi = −0.189 au lieu de −0.067).
On observe sur la figure 4.12 que la coalescence survient pour une valeur positive de ωi, ce qui
signifie que l’instabilite´ qui en re´sulte be´ne´ficie d’une amplification temporelle ; il s’agit la` du premier
crite`re (dit crite`re de Bers [13]) pour identifier une instabilite´ absolue.
Une autre observation peut eˆtre faite sur la figure 4.12 en trac¸ant une ligne verticale a` partir du
branch point (ligne en pointille´s rouges) ; cette ligne verticale, donc a` ωr constant, croise la courbe
en noir (courbe a` αi = 0) en un seul point, ce qui signifie qu’en augmentant la valeur de ωi a` partir
du point de coalescence, une seule intersection de mode aura lieu avec l’axe re´el α ; ce constat, qui
correspond au second crite`re ne´cessaire a` l’apparition d’une instabilite´ absolue, est confirme´ dans le
plan de Fourier lorsqu’on augmente ωi a` partir du pinch point (fig. 4.14).
Par identification, le mode repe´re´ 1 qui traverse l’axe αi = 0 apparaˆıt comme un mode TS (donc
convectif, se propageant en s’amplifiant vers l’amont) et celui repe´re´ 2 comme un mode qualifie´ d’e´va-
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Figure 4.14 – Evolution des deux modes coalescents a` partir du pinch point lorsque le taux de
croissance temporel augmente (E = 10MPa, Re = 28000 et a = 0.4).
nescent par Wiplier & Ehrenstein [174] (onde amortie se propageant vers l’aval). Pour s’en assurer, les
profils de ces perturbations sont repre´sente´s sur la figure 4.15. Ces profils correspondent aux conditions
de trace´ du branch point avant abaissement du contour d’inversion temporel (donc pour αi = 0) ; ils
confirment que le mode 2 s’apparente a` l’onde hydroe´lastique spatialement amortie –dite e´vanescente–
et le mode 1 a` une onde TS. En connaissance de ces e´le´ments, on peut affirmer par similitude avec les
conclusions de Lucey & Carpenter [116] que la perturbation re´sultante est assimilable a` un mode de
divergence statique.
La figure 4.16 montre l’effet du nombre de Reynolds sur le taux de croissance de l’instabilite´ absolue
ge´ne´re´e par coalescence. Celle-ci apparaˆıt assez rapidement (Re ≈ 3000) et connaˆıt une amplification
maximale autour de Re = 30000.
Etonnamment, lorsque le nombre de Reynolds continue d’augmenter, le taux de croissance temporel
de la perturbation de´croˆıt jusqu’a` devenir ne´gatif vers Re = 3× 105, ce qui signifie qu’au-dela` de cette
valeur la perturbation sera convective. Lorsque la plaque est plus rigide (E = 30MPa), la plage de Re
permettant l’apparition d’une instabilite´ absolue se re´duit et se de´cale vers des nombres de Reynolds
plus bas. Un constat similaire a e´te´ fait par Wiplier & Ehrenstein [174] dans une couche limite de
Blasius, avec un substrat visqueux comme e´le´ment dissipatif.
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Figure 4.15 – Module des profils de perturbation des modes 1 et 2 avant abaissement du contour
d’inversion de Laplace. Ligne du haut : mode 1 ; ligne du bas : mode 2 (E = 10MPa, Re = 28000,
a = 0.4 and ω = 74× 10−3 + 32.6× 10−3 i).
L’influence de la permeabilite´ est illustre´e sur la figure 4.17. L’aspect le plus surprenant de cette
courbe est que le mode absolument instable existe meˆme pour a = 0, alors que plusieurs e´tudes (cf.
par exemple Landahl [105] ou Carpenter & Garrad [30]) ont conclu que l’apparition de ce mode sur
une plaque infinie est soumise a` la pre´sence d’amortissement, cependant que sur une plaque infinie les
effets de bord peuvent pallier a` l’absence d’amortissement.
Pour interpre´ter physiquement ce phe´nome`ne, Lucey & Carpenter [116] sugge`rent que l’amortis-
sement –ou les effets de bord- a pour conse´quence de briser l’e´quilibre entre rigidite´ hydrodynamique
et forces de restauration. Nous constatons ici que la succion exerce le meˆme effet de´stabilisant sur
l’e´coulement et suffit a` provoquer l’e´mergence d’une instabilite´ absolue.
De plus, on constate sur la plaque semi-rigide comme sur celle plus souple, que l’apparition de la
perme´abilite´ a d’abord un effet amplifiant sur le taux de croissance temporelle de l’instabilite´ absolue,
avant de la stabiliser dans un second temps.
Ainsi, la porosite´ exerce sur l’e´coulement un effet comparable a` celui de la dissipation : en petite
quantite´ elle freine la propagation des ondes de surface et favorise ainsi le transfert d’e´nergie du fluide
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Figure 4.16 – Evolution du taux de croissance de l’instabilite´ absolue pour une paroi souple en bleu
(E = 10MPa) et plus rigide en rouge (E = 30MPa) en fonction de Re (a = 0.4).
vers la paroi ; a` plus forte dose, elle amortit et limite la croissance du mode de divergence statique [116].
4.5 Conclusions
L’aspiration des couches limites fait l’objet d’applications technologiques dans le domaine du
controˆle des e´coulements sur des ailes et fuselages d’ae´ronefs, qui peuvent admettre un certain de-
gre´ de compliance et de porosite´. Il est donc important de comprendre l’effet combine´ de la succion et
de la flexibilite´ de la paroi sur l’apparition et la croissance des diffe´rents modes d’instabilite´.
Des conditions aux limites prenant en compte la compliance et la porosite´ de la paroi ont donc
e´te´ employe´es ici pour la premie`re fois avec une couche limite aspire´e, et l’influence de´stabilisante
du coefficient de perme´abilite´ a sur les ondes TS a e´te´ de´montre´e. En comparaison, l’e´lasticite´ de
la paroi exerce une influence mineure sur la transition –stabilisante pour de faible valeurs de a puis
de´stabilisante au-dela` d’un seuil de perme´abilite´.
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Figure 4.17 – Evolution du taux de croissance de l’instabilite´ absolue pour une paroi souple en bleu
(E = 10MPa) et semi-rigide en rouge (E = 30MPa) en fonction de a (Re = 28000).
La possible existence d’instabilite´s absolues a e´galement e´te´ de´montre´e ; celles-ci proviennent de
la coalescence entre un mode hydroe´lastique e´vanescent amorti vers l’aval et un mode TS amplifie´
vers l’amont. Le re´sultat de cette coalescence est une instabilite´ de divergence quasi-statique, qui
contamine la couche limite sur de larges plages de nombre de Reynolds et de perme´abilite´, et que
favorise la compliance de la paroi.
Il a e´te´ sugge´re´ auparavant [105, 116, 50] qu’une dissipation dans la paroi e´tait ne´cessaire a` l’ap-
parition du mode de divergence statique sur une plaque compliante infinie. Preuve a e´te´ faite ici que
la dissipation ne s’ave`re pas ne´cessaire dans le cas d’une couche limite aspire´e, car il apparaˆıt que la
succion est suffisante a` cre´er la de´stabilisation ne´cessaire.
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Chapitre 5
Analyse line´aire de la couche de
me´lange turbulente de l’e´coulement a`
travers une canope´e
Le mouvement des plantes sous l’effet d’un e´coulement constitue depuis peu une source d’intereˆt
scientifique [62, 64] du fait de son influence sur la croissance des ve´ge´taux (thigmomorphoge´ne`se),
ainsi que sur le transport des se´diments, pollens et contaminants. Le me´canisme a` l’oeuvre, similaire a`
celui d’une couche de cisaillement [145], engendre une instabilite´ proche de celle de Kelvin-Helmholtz,
provoquant la formation d’oscillations cohe´rentes qui se propagent a` la surface de la canope´e ; ces ondes
sont connues sous le nom de monami en milieu aquatique et honami dans l’atmosphe`re. La canope´e
est souvent simule´e en laboratoire par des dispositifs flexibles tels que des oscillateurs mecaniques [60]
e´ventuellement dote´s d’interactions e´lastiques [55]. Cependant, il a e´te´ prouve´ que la perturbation a`
l’origine du monami existe e´galement lorsque des plots rigides sont utilise´s pour simuler la canope´e [75,
74] ; c’est pourquoi nous mode´liserons ici les ve´ge´taux comme des tiges rigides oriente´es verticalement.
Par ailleurs, le profil de la vitesse moyenne dans la couche de cisaillement est traditionnellement
repre´sente´ sous forme de lignes brise´es [141, 55] ou d’une tangente hyperbolique [74, 145]. Ces ap-
proximations du profil mesure´ experimentalement permettent une re´solution analytique du proble`me
de stabilite´ ; toutefois, dans le cadre d’une e´tude nume´rique, il a e´te´ choisi de mode´liser ce profil aussi
pre´cise´ment que possible, graˆce a` une me´thode e´nonce´e initialement par Ghisalberti & Nepf [75] et
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ame´liore´e pour pouvoir autode´terminer la vitesse a` hauteur de canope´e et le nombre de Reynolds qui
lui est associe´.
5.1 Mode´lisation du proble`me
5.1.1 Equations de l’e´coulement
L’apparition du monami tient a` la pre´sence d’une couche de cisaillement libre dans l’e´coulement
moyen. En effet, l’absorption de quantite´ de mouvement que provoque la traˆıne´e des ve´ge´taux induit
une forte inflexion du profil de vitesse moyenne au sommet de la canope´e. Or, la pre´sence d’un point
d’inflexion dans un profil est une condition ne´cessaire d’instabilite´ d’apre`s le crite`re de Rayleigh [146,
147]. Une autre condition ne´cessaire d’instabilite´, dite crite`re de Fjortøft [154, 38], s’e´crit : U ′′(U −
Um) < 0, et se traduit par un profil concave avant le point d’inflexion et convexe apre`s ; ce crite´re est
ve´rifie´ lui aussi, de par la forme du profil de vitesse moyenne.
Ce profil est repre´sente´ de fac¸on ge´ne´rique sur la figure 5.1, ou` U2 est la vitesse d’e´coulement
libre et U1 la vitesse moyenne dans la canope´e profonde, la diffe´rence entre les deux e´tant note´e ∆U .
Les hauteurs y1 et y2 correspondent respectivement aux limites basse et haute de de la couche de
cisaillement, dont tml repre´sente l’e´paisseur et δ la pe´ne´tration dans la canope´e.
Il a e´te´ prouve´ par Raupach & al [145] que la turbulence associe´e a` cette inflexion e´tait assimilable
a` celle pre´sente dans une couche de me´lange plane, c’est-a`-dire de type Kelvin-Helmholtz.
Apre`s de´composition de Reynolds (ui = U¯i+ u
′
i, p = P¯ + p
′), les e´quations moyennes bidimension-
nelles de l’e´coulement paralle`le s’e´crivent ainsi :
∂U¯i
∂xi
= 0 (E-5.1a)
ρ(
¯∂Ui
∂t
+ U¯j
¯∂Ui
∂xj
+ u′j
∂u′i
∂xj
) = −
∂P¯
∂xi
+ µ.
∂2U¯i
∂xj∂xj
+ f¯ (E-5.1b)
Le dernier terme repre´sente la force moyenne de traˆıne´e f¯ = −
1
2
ρCd(y)au
2 (ρ e´tant la densite´ du
fluide), ou` Cd repre´sente le coefficient de traˆıne´e de la canope´e et a l’aire frontale de la ve´ge´tation par
unite´ de volume (en m−1 ).
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U1 U2 Um 
Figure 5.1 – Profil de la vitesse moyenne de l’e´coulement a` travers une canope´e rigide de hauteur h.
Dans l’approximation d’un e´coulement moyen unidimensionnel, les e´quations pre´ce´dentes deviennent :
∂U¯
∂x
= 0 (E-5.2a)

∂U¯
∂t
= −
1
ρ
∂P¯
∂x
+ (ν + νt)
∂2U¯
∂y2
−
1
2
CdaU¯
2
0 = −
1
ρ
∂P¯
∂y
(E-5.2b)
Les contraintes de Reynolds e´tant donne´es par :−ρu′v′ = µt
∂U¯
∂y
, nous poserons l’hypothe`se sim-
plificatrice d’une longueur de me´lange constante l dite ”longueur de me´lange de Prandtl”, telle que
propose´e par Ghisalberti & Nepf [75] :
−u′v′ = νt
∂U¯
∂y
= l2
(
∂U¯
∂y
)2
(E-5.3)
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Par ailleurs, le gradient de pression de´pend de la pente de la surface S = sinα (α e´tant l’angle
d’inclinaison) :
∂P
∂x
= −ρgS (0.18× 10−5 < S < 10× 10−5) (E-5.4)
5.1.2 Profil de la vitesse moyenne
Dans le cas d’un e´coulement permanent, l’e´quation (5.2b) devient par conse´quent :
∂
∂y
[(
∂U¯
∂y
)2]
=
1
l2
(
1
2
CdqU¯
2 − ν
∂2U¯
∂y2
− gS
)
(E-5.5)
Cette e´quation se re´soud numeriquement dans l’intervalle 0 < y < y2 avec, selon Ghisalberti &
Nepf [75] :
- l = 0.22δ dans la canope´e (y1 < y < h)
- l = 0.095tml dans la portion de la couche de cisaillement au-dessus de la canope´e (h < y < y2)
Il est a` noter que le coefficient 0.22 est e´tabli empiriquement par Ghisalberti & Nepf avec une
pre´cision de ±0.01 [75] d’apre`s les mesures reproduite dans la figure 5.2 ; il convient donc de l’ajuster
dans cet intervalle en fonction de l’essai conside´re´. De meˆme, le coefficient de 0.095 hors canope´e est
une valeur moyenne obtenue a` partir de donne´es prises sur plusieurs essais, comme le re´ve`le la figure
5.2.
Le coefficient de traˆıne´e Cd s’obtient a` partir du coefficient global de traˆıne´e CDA dans un champ
de cylindres rigides de longueur infinie, dont la formule a e´te´ e´tablie par Nepf [132] :
CDA =
1
1.16
(
1 +
10
Re
2/3
d
)
[1.16− 9.31ad+ 38.6(ad)2 − 59.8(ad)3] (E-5.6)
On remarque au passage qu’au terme de ce polynoˆme de re´gression, le coefficient global de traˆıne´e
CDA diminue lorsque la densite´ de cylindres ad augmente, ce qui est en accord avec les re´sultats
expe´rimentaux de Nepf.
Le lien entre CDA et le coefficient de traˆıne´e est donne´ par la formule Cd(y) = CDA × η(y), dans
laquelle η(y) est un coefficient traduisant l’e´volution verticale de la traˆıne´e lorsque les cylindres consti-
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y* 
Figure 5.2 – Profil vertical de la longueur de me´lange l dans toute la couche de cisaillement ; donne´es
expe´rimentales normalise´es par tml (y
∗ = (y − z1)/tml) (extrait de Ghisalberti & Nepf [75])
tuant la canope´e sont de longueur finie. Ce coefficient est e´tabli experimentalement par Ghisalberti &
Nepf a` partir du profil reproduit figure 5.3. La partie rectiligne situe´e a` 0.75 < z/h < 1 s’explique par
une chute de la traˆıne´e duˆe a` des tourbillons longitudinaux ge´ne´re´s par l’extre´mite´ libre des cylindres.
On constate ici encore que ce profil est moyenne´ a` partir de plusieurs essais distincts, et doit donc eˆtre
adapte´ en fonction de chaque essai pour plus de pre´cision.
Le profil vertical du coefficient de traˆıne´e ainsi obtenu et correspondant a` une canope´e submerge´e
de hauteur h = 13.8 cm, est repre´sente´ fig. 5.4 pour les essais G, H, I et J de Ghisalberti & Nepf [75].
Tous les parame`tres ainsi e´tablis rendent possible le calcul du profil de la vitesse moyenne au moyen
de l’e´quation 5.5. Pour cela, la de´marche adopte´e s’inspire de celle de´crite par Ghisalberti & Nepf [75].
L’organigramme de la figure 5.6 re´sume cette de´marche, modifie´e afin d’autode´terminer la valeur de Uh
et celle de Red qui sont lie´es ; on y reconnaˆıt les formules e´voque´es plus haut, incluses dans trois boucles
de calcul. La boucle interne, destine´e a` ajuster z2, se base sur l’e´quation de fermeture
∆U
Uh
≈ 16(ad),
de´duite d’une corre´lation entre le cisaillement normalise´
∆U
Uh
et la densite´ adimensionnelle ad pour
0.016 < ad < 0.081 [75] ; la boucle me´diane, destine´e a` ajuster z1, se base sur l’e´quation de fermeture
h− z1 =
1
8.7CDa
(
(∆U)2
U2h − U
2
1
)
obtenue d’apre`s la de´finition du parame`tre de stabilite´ par Ghisalberti
& Nepf [75]. Dans cette boucle est de´finie une moyenne arithme´tique η¯ du rapport entre coefficient
117
CHAPITRE 5. ANALYSE LINE´AIRE DE LA COUCHE DE ME´LANGE TURBULENTE DE
L’E´COULEMENT A` TRAVERS UNE CANOPE´E
 
y/h 
Figure 5.3 – Profil vertical du coefficient η(y/h) dans la canope´e. (extrait de Ghisalberti & Nepf [75])
Figure 5.4 – Profil vertical du coefficient de traˆıne´e Cd. La hauteur de la canope´e est h = 13.8 cm.
de traˆıne´e Cd et coefficient global de traˆıne´e CDA, selon une formule issue du meˆme article. Enfin, la
boucle externe a e´te´ ajoute´ afin de supprimer Uh et Red des donne´es initiales ; apre`s une estimation
pre´liminaire de ces deux valeurs, cette boucle permet de reprendre la totalite´ du calcul avec les valeurs
de Uh et Red calcule´es lors de l’ite´ration pre´ce´dente, et ce a` deux reprises.
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Cette me´thode fournit des profils de vitesse proches de la re´alite´, comme en te´moignent pour les
essais G, H, I et J de Ghisalberti & Nepf (effectue´s avec une hauteur de canope´e h = 13.8cm dans
une profondeur totale de fluide de H = 46.7cm) les courbes de la fig. 5.5 accompagne´es des releve´s
expe´rimentaux correspondants (les releve´ des essais G, H et J sont extraits de [75] et ceux de l’essai I
proviennent de [76]). On y constate une corre´lation satisfaisante entre les profils calcule´s et les mesures
effectue´es expe´rimentalement. Les donne´es d’entre´e correspondant a` ces essais et les limites du profil
obtenu expe´rimentalement sont fournies dans le tableau suivant (d’apre`s Ghisalberti & Nepf [75]) :
U1(cm/s) a(cm
−1) S ∆U(cm/s) δ(cm) tml(cm)
Essai G 1.1 0.04 1.3× 10−5 3.3 10.5 28.8
Essai H 2.7 0.08 10× 10−5 11 10.6 33.9
Essai I 1.7 0.08 3.4× 10−5 7.4 9.6 32.7
Essai J 0.77 0.08 1.3× 10−5 3.9 8.3 28.5
 
Figure 5.5 – Profils de vitesse moyenne de l’e´coulement pour plusieurs essais expe´rimentaux (les
marqueurs indiquent les donne´es experimentales de Ghisalberti & Nepf [75]). ⋄ : essai G ; ◦ : essai H
(les barres horizontales repre´sentent la variabilite´) ; ✷ : essai J.
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Coefficient de traînée : CD(z1) = η(z1). CDA(z1) 
Valeurs Initiales 
Coefficient global de traînée 
 
Longueur de mélange verticale 
lc= 0.22 (h-z1) quand z<h ; lc= 0.095 tml  quand z>h 
U=U1 ; dU/dz=0, pour 0 < z < z1 
z2=z1+tml 
z mapping 
 
η(z) 
Profil de vitesse pour z1 < z < z2 
 
? 
Oui 
Non,      >  Non,      <  
tml= tml+10% 
? 
Oui 
Non 
Uh=U(z=h) 
x 2 
Réduire z2 jusqu’à 
         
, puis tml=z2-z1  
     >  
Figure 5.6 – Organigramme de calcul nume´rique du profil de la vitesse moyenne de l’e´coulement sur
une canope´e (d’apre`s Ghisalberti & Nepf [75])
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5.2 Etude de la stabilite´ de l’e´coulement sur une canope´e
5.2.1 Equations de l’e´coulement perturbe´
Dans l’e´coulement perturbe´, les e´quations (5.1) deviennent :
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0 (E-5.7a)

∂u
∂t
+ U¯
∂u
∂x
+ v′
∂¯U
∂y
= −
1
ρ
∂p
∂x
+ l2
∂
∂y
(
2
∂u
∂y
∂U¯
∂y
)
+ ν∆u− CdaU¯u
∂v
∂t
+ U¯
∂v
∂x
= −
1
ρ
∂p
∂y
+ ν∆v
(E-5.7b)
Ces e´quations (apre`s adimensionnement des vitesses par Um =
U1 + U2
2
, des longueurs par la
hauteur de canope´e h, de la pression par ρ× U2m, de a par h
−1 et du temps par
h
Um
) donnent, apre`s
line´arisation :
iαuˆ+Dvˆ = 0 (E-5.8a)

(−iω + iαU¯ − 2l∗2(DU¯ ×D2 +D2U¯ ×D)−
∆
Re
+ Cda
∗U¯)uˆ+ (DU¯)vˆ + iαpˆ = 0
(−iω + iαU¯ −
∆
Re
)vˆ +Dpˆ = 0
(E-5.8b)
avec D = d/dy et ∆ = D2 − α2
Le nombre de Reynolds employe´ ici est calcule´ d’apre`s le diffe´rentiel de vitesses ∆U et la hauterur
de cisaillement tml ; en effet, Ghisalberti & Nepf [74] ont e´tabli que de par leur nature, les e´coulements
sur canope´es ve´ge´tales de´pendent de ce nombre de Reynolds de couche de me´lange : Re =
∆Utml
ν
L’effet du terme
∆
Re
–qui traduit la viscosite´ du fluide– sur la stabilite´ se re´ve`le ne´gligeable, ce
qui est cohe´rent avec le fait que la perturbation la plus instable est non-visqueuse puisqu’elle provient
d’une inflexion du profil de vitesse moyenne.
Par ailleurs, a` faible nombre de Reynolds, la turbulence et la traˆıne´e sont ignore´es au-dessus de la
canope´e et l’e´coulement dans cette region est donc gouverne´ par les e´quations d’Euler :
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∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0 (E-5.9a)

∂u
∂t
+ U¯
∂u
∂x
+ v
∂¯U
∂y
= −
1
ρ
∂p
∂x
∂v
∂t
+ U¯
∂v
∂x
= −
1
ρ
∂p
∂y
(E-5.9b)
Qui deviennent, apre`s linearisation :
iαuˆ+Dvˆ = 0 (E-5.10a)

(−iω + iαU¯)uˆ+DU¯vˆ + iαpˆ = 0
(−iω + iαU¯)vˆ +Dpˆ = 0
(E-5.10b)
5.2.2 Re´sultats de l’analyse de stabilite´ line´aire
5.2.2.1 Influence des diffe´rents facteurs d’instabilite´
En premie`re approche, les e´quations d’Euler sont e´tendues a` l’ensemble du domaine d’e´tude
(courbes rouge de la figure 5.7) pour les essais G, H, I et J de Ghisalberti & Nepf [75], ce qui re-
vient a` ignorer –outre l’effet visqueux et la turbulence– l’effort de traˆıne´e dans la canope´e.
Dans un second temps, la prise en compte de l’effort de traˆıne´e produit des courbes de stabilite´ tre`s
amorties (trace´es en bleu), bien que toujours instables. Cette forte atte´nuation du taux de croissance
temporel traduit l’effet amortissant de la traˆıne´e dans la canope´e, mis en e´vidence par Py & de Langre
[141].
On constate sur les courbes des essais H et I que si l’instabilite´ d’origine, de´sormais amortie,
reste dominante aux faibles nombres d’ondes, des modes singuliers issus du spectre neutre prennent
l’ascendant aux plus fortes valeurs de α. Le meˆme phe´nome`ne se produit pour les autres essais, a` des
valeurs de α supe´rieures (voir spectre temporel de l’essai G, figure 5.8(b)).
Le spectre temporel associe´ au proble`me d’Euler est repre´sente´ sur la figure 5.8(a) et celui prenant
en compte la traˆıne´e sur la figure 5.8(b) ; le premier est syme´trique tandis que le second re´ve`le une
assyme´trie par rapport a` l’axe ci = 0 ; en effet, l’introduction du terme de traˆıne´e, purement re´el, dans
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Figure 5.7 – Courbes de stabilite´ pour les essais G, H, I et J. En rouge : avec les e´quations d’Euler ;
en bleu : avec prise en compte de la traˆıne´e ; en vert : avec prise en compte de la turbulence, de la
viscosite´ et de la traˆıne´e.
l’e´quation de la quantite´ de mouvement en x (qui est purement imaginaire dans le syste`me 5.9), donne
une e´quation complexe (e´quation en x de la quantite´ de mouvement du syste`me 5.7) ; ceci rompt la
syme´trie car a` chaque racine de l’analyse modale ne correspond plus son mode conjugue´.
Enfin, l’introduction de la viscosite´ et de la turbulence dans ces e´quations (cf. courbes vertes de la
figure 5.7) amortit encore la perturbation principale, qui se re´ve`le alors stable. la figure 5.9 donne le
spectre temporel associe´ a` cette configuration, pour α variant entre 0.01 et 1.3.
En appliquant se´pare´ment les parame`tres, il s’ave`re que la viscosite´ exerce un effet ne´gligeable
sur la perturbation principale –ce qui e´tait pre´visible puisque ladite perturbation est d’origine non
visqueuse. La stabilisation constate´e entre les courbes bleues et vertes est donc uniquement duˆe au
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(a) Spectre temporel avec les e´quations d’Euler.
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(b) Spectre temporel avec les e´quations d’Euler + le
terme de traˆıne´e. On distingue l’e´le´vation de
certains modes singuliers issus du spectre neutre
Figure 5.8 – Evolution des modes propres de la couche de cisaillement de l’essai G pour 0.01 < α < 1.3
(la perturbation principale est en rouge).
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Figure 5.9 – Spectre temporel des modes d’instabilite´ de l’essai G en tenant compte de la traˆıne´e, de
la turbulence et de la viscosite´, pour 0.01 < α < 1.3.
terme de turbulence ; il convient a` ce stade de rappeler que le mode`le adopte´ ici est celui de Ghisalberti
& Nepf [75] (dit mode`le alge´brique a` ze´ro e´quation), base´ sur l’hypothe`se d’une longueur de me´lange
de Prandtl (cf. eq. 5.3). Ce mode`le, hautement diffusif, est propre a` exercer un fort amortissement sur
des petites perturbations, jusqu’a` e´ventuellement les stabiliser totalement.
Une e´tude plus pre´cise de l’influence de la turbulence sur la stabilite´ ne´cessiterait donc l’utilisa-
tion de mode`les moins diffusifs. Il pourrait s’agir de mode`les a` concept de viscosite´ turbulente a` deux
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e´quations de transport (k − ǫ ou k − ω) ou, a` la limite, d’un mode`le de second ordre (transport des
contraintes turbulentes, Reynolds Stress Model). Toutefois, ceci supposerait une simulation nume´rique
des e´quations de Navier Stokes moyenne´es comple`tes, qui sort du cadre de ce travail.
Les profils de la perturbation la plus instable sont repre´sente´s sur la figure 5.10 pour l’essai G, avec
et sans traˆıne´e. L’action la plus visible de la traˆıne´e consiste a` amortir les vitesses de perturbation
longitudinale et normale dans la canope´e (y/h < 1), ce qui confirme l’effet stabilisant du couplage
fluide-structure [141].
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Figure 5.10 – Profils de la perturbation la plus instable (α = 0.7). En bleu : sans prise en compte de
la traˆıne´e ; en vert : avec prise en compte de la traˆıne´e.
5.2.2.2 Influence re´elle de l’effort de traˆıne´e
Cependant, tenir compte de l’effort de traˆıne´e dans l’analyse de stabilite´ ne suffit pas a` en e´valuer
l’influence re´elle, si l’on conside`re que la traˆıne´e intervient d’abord dans le trace´ de la vitesse moyenne
d’e´coulement.
Le meilleur moyen d’e´valuer l’effet re´el de la dissipation dans la couche de me´lange d’une canope´e
consiste par conse´quent a` modifier l’effort de traˆıne´e dans le calcul du profil de vitesse moyenne, puis
seulement de proce´der a` l’analyse de stabilite´.
Il a e´te´ choisi d’agir sur la traˆıne´e en faisant de´croˆıtre la densite´ de la canope´e a. Comme le montre
la figure 5.11(b) pour le cas G de Ghisalberti & Nepf (sans prise en compte de la turbulence et de la
viscosite´), une baisse de densite´ de la canope´e a pour effet de stabiliser l’e´coulement.
Ce re´sultat peut paraˆıtre en contradiction avec les conclusions du chapitre pre´ce´dent quant a`
l’effet stabilisant de la traˆıne´e. En re´alite´, si l’on diminuait la densite´ de la canope´e (et donc la
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traˆıne´e) uniquement dans l’analyse de stabilite´, cela entraˆınerait effectivement une amplification de la
perturbation la plus instable ; en revanche, l’amoindrissement de la traˆıne´e dans le trace´ du profil de
vitesse moyenne atte´nue l’infexion de celle-ci (cf. fig. 5.11(a)), entraˆınant une stabilisation qui surpasse
nettement l’effet ne´gatif e´voque´ ci-dessus.
On remarque par ailleurs une re´duction du nombre d’onde du mode le plus instable lorsque la den-
site´ de la canope´e diminue, ce qui se traduit par une longueur d’onde plus grande de l’onde re´sultante.
(a) Profil de la vitesse moyenne de l’e´coulement
pour le cas G, lorsque a diminue.
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(b) courbes de stabilite´ correspondantes avec prise en
compte de la traˆıne´e.
Figure 5.11 – Evolution de la stabilite´ en fonction de la traˆıne´e, a` vitesse d’e´coulement libre constante.
En bleu : a = 0.04 cm−1 ; en violet : a = 0.0236 cm−1 ; en vert : a = 0.0117 cm−1.
5.2.2.3 Etude analytique de stabilite´ base´e sur un profil en lignes brise´es.
Afin d’e´valuer la validite´ des e´tudes nume´riques pre´ce´dentes, on compare les re´sultats obtenus a`
ceux produits analytiquement en utilisant un profil en lignes brise´es. Celui-ci, repre´sente´ sur la figure
5.12 en vert, posse`de pour l’essai G une e´paisseur de vorticite´ (zone oblique dans la partie me´diane)
situe´e entre y1 = 0.65h et y2 = 1.85h. On obtient ainsi une inflexion moyenne e´quivalente a` celle
mesure´e expe´rimentalement.
Le profil en lignes brise´es ainsi e´labore´ sert de base a` une e´tude analytique. Pour cela, on e´tablit
l’e´quation de Rayleigh a` partir des e´quations d’Euler 5.9 : (D2 − α2)vˆ = 0, que l’on comple`te par
des conditions aux limites aux extre´mite´s des diffe´rents segments. On aboutit ainsi, pour un domaine
126
5.2. ETUDE DE LA STABILITE´ DE L’E´COULEMENT SUR UNE CANOPE´E
?1.5 ?1 ?0.5 0 0.5 1 1.5 20
0.5
1
1.5
2
2.5
3
U, UP, UPP
y
/h
Figure 5.12 – Comparaison entre profil continu et profil en lignes brise´es. Traits continus : Profil de
la vitesse moyenne normalise´e calcule´e pour l’essai G (en rouge), de sa de´rive´e premie`re (en bleu) et
de sa de´rive´e seconde (en noir) ; traits verts : profil de U en lignes brise´es.
infini dans les deux directions, a` la relation de dispersion suivante :
ci(α) = Im
(
±
√
U2m − U1U2 −
m
2α
(U2 − U1) +
m2
4α2
(1− e−2αδ)
)
(E-5.11)
ou` m =
∆U
y2 − y1
repre´sente la pente de la partie me´diane du profil de U(y/h).
Toutefois, les re´sultats obtenus avec cette e´quation sont peu pre´cis en raison du fait que dans
la re´alite´, le domaine d’e´tude est borne´. En adoptant des conditions aux limites correspondant a` un
domaine semi-infini (avec comme limite infe´rieure y/h = 0), la relation de dispersion devient :
ci(α) = Im

±
√
−
(
U2 − U1
2
)2
+
m
2α
(U2 − U1)A−
m2
16α2
B

 (E-5.12a)
A =
(
1−
e−2αy1 + e−2αy2
2
)
(E-5.12b)
B =
(
e−4αy1 + e−4αy2 − 2e−2α(y2+y1) − 4e−2α(y2−y1) − 4e−2αy1 + 4e−2αy2 + 4
)
(E-5.12c)
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Figure 5.13 – Taux de croissance en fonction du nombre d’onde pour les quatre essais e´tudie´s, dans
le cas d’Euler. Les courbes en rouge reprennent les re´sultats nume´riques ; les courbes pointille´es en
bleu repre´sentent les re´sultats analytiques.
Les courbes du taux de croissance temporel ωi obtenues graˆce a` cette relation sont reproduites
en traits bleus pointille´s sur la figure 5.13. On constate que le taux de croissance maximal comme le
nombre d’onde correspondant sont tre`s proches de la valeur obtenue avec le profil re´aliste, et ce dans
chaque cas.
En revanche, le profil en ligne brise´e pre´dit une plage d’instabilite´ plus re´duite –limite´e a` α = 0.9
au maximum– par rapport au profil re´aliste, dont le taux de croissance calcule´ reste positif au-dela` de
α = 1.2. Cet e´talement vers les nombres d’onde e´leve´s est probablement lie´, dans le cas d’un profil a`
de´rive´e continue, a` la dispersion de l’inflexion sur toute une plage de valeurs dont l’inflexion majeure
(la seule apparaissant dans le profil en lignes brise´es) n’est que la valeur maximale.
5.3 Conclusion
Dans ce chapitre, l’e´coulement d’un fluide a` travers une canope´e a e´te´ analyse´ et une me´thodologie
a e´te´ e´tablie sur la base des e´tudes de Ghisalberti & Nepf [75] afin de tracer un profil de la vitesse
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moyenne aussi proche que possible des mesures expe´rimentales, et ce pour quatre cas distincts.
Les parame`tres intervenant sur la stabilite´ de l’e´coulement ont ensuite e´te´ e´tudie´s. L’influence po-
sitive de la traˆıne´e lorsqu’elle est inte´gre´e dans l’analyse line´aire de stabilite´ a e´te´ de´montre´e, confor-
me´ment aux e´tudes de Py & al. [141]. En revanche, la prise en compte de cette meˆme influence de`s
le calcul de la vitesse moyenne donne des re´sultats radicalement inverses. En effet, l’accroissement de
l’inflexion du profil de vitesse qui en re´sulte exerce un effet de´stabilisant majeur sur la perturbation
principale.
Les profils calcule´s ont e´te´ compare´s a` leurs e´quivalents en lignes brise´es, et une e´tude analytique
a e´te´ mene´e sur la base de ces derniers. Pour chaque cas conside´re´, le taux de croissance maximal et le
nombre d’onde qui y est associe´ sont suffisament proches dans les deux types d’analyse pour donner
a` cette comparaison un caracte`re de validation.
Une autre comparaison en termes de stabilite´ est en cours avec des profils trace´s par Zampogna &
Bottaro [180], ou` l’e´coulement a` l’inte´rieur de la canope´e est mode´lise´ selon une loi de Darcy.
Les re´sultats des e´tudes mene´es dans ce chapitre prouvent que dans un souci d’exactitude, il
est ne´cessaire d’e´tablir un profil de vitesse moyenne au plus proche de la re´alite´, inte´grant tous les
parame`tres qui seront employe´s par la suite dans l’e´tude de stabilite´.
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L’analyse des interactions fluide-structure est un domaine vaste aux applications multiples, cou-
vrant des champs qui vont de la me´canique (diminution de la traˆıne´e des ve´hicules dans l’air ou l’eau)
a` la biologie (optimisation de prothe`ses vasculaires ou trache´ales), en passant par l’e´cologie (e´tude du
transport de sediments, pollens et contaminants dans les canope´es, de la croissance ve´ge´tale, des fonds
marins...). Dans ces domaines soumis depuis plusieurs de´cennies a` l’inte´reˆt scientifique, le recours a`
l’usage de parois compliantes pour retarder la transition vers la turbulence a e´te´ largement explore´
dans le cadre des e´coulements bidimensionnels ; de meˆme, l’influence de la perme´abilite´ sur la stabilite´
a souvent e´te´ associe´e a` l’e´tude d’e´coulements en canal.
Il a e´te´ ainsi e´tabli que l’onde TS, d’origine visqueuse et pre´ponde´rante dans les couches limites
bidimensionnelles, se trouve stabilise´e par des parois souples et de´stabilise´e par la perme´abilite´. En
contrepartie, la compliance donne naissance a` des modes viscoe´lastiques susceptibles de provoquer la
transition (dites FISI), que la perme´abilite´ permet d’atte´nuer voire de re´sorber totalement.
Les re´sultats de la pre´sente cette e´tude ont permis de lever le voile sur quelques pans encore
inexplore´s de cette proble´matique ge´ne´rale ; la combinaison de la compliance et de la perme´abilite´ en
une paroi poroe´lastique nous a permis de mettre en e´vidence leurs effets antagoniste sur les instabilite´s
principales des couches limites aspire´es ou non.
Les conclusions concernant les ailes en fle`che, a` l’arrie`re desquelles la transition de´pend de l’onde
TS, de´montrent que les effets des caracte´ristiques de la paroi sur la stabilite´ restent globalement les
meˆmes dans une couche limite tridimensionnelle que dans une couche limite 2D ; en revanche, ces effets
se trouvent grandement atte´nue´s sur le mode dominant a` l’avant de l’aile –les tourbillons Crossflow–
, ce qui apparente celui-ci a` une perturbation de classe C dans la classification de Benjamin [11]
et Landahl [105]. Ce constat, associe´ a` celui de l’effet positif de la perme´abilite´ sur les modes FISI
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tridimensionnels, a permis de de´terminer une valeur optimale du coefficient de perme´abilite´ autour de
a = 0.03, soit une porosite´ correspondante de KD = 2.5× 10
−13 m2.
Ces re´sultats ouvrent la voie a` l’e´tude des taux de croissance des instabilite´s 3D sous l’influence
de la perme´abilite´ ; de meˆme, une optimisation fine de la compliance et de la perme´abilite´ dans la
conception d’une aile en fle`che est envisageable, sur le mode`le de celle mene´e par Lucey et al. [113]
dans la couche limite de Blasius. Enfin, le prolongement le plus e´vident de ce travail consiste a` l’e´tendre
a` des caracte´ristiques de paroi non e´tudie´s ici, telles que la tension ou une compliance anisotrope, ainsi
qu’a` des perme´abilite´s fortes et/ou anisotropes –en veillant toutefois a` ne pas provoquer l’apparition
d’un mode de divergence statique.
L’influence d’une paroi poroe´lastique a e´galement e´te´ e´tudie´e dans des couches limites aspire´es.
Dans ce domaine, la the´orie promet une stabilisation spectaculaire puisque le nombre de Reynolds
critique est suppose´ augmenter de deux ordres environ par rapport a` une couche limite de Blasius.
Cette valeur n’a cependant jamais e´te´ mesure´e expe´rimentalement –loin s’en faut– et la raison en est
ge´ne´ralement attribue´e a` la pre´sence d’instabilite´s non-line´aires provoquant la transition bien avant.
En prenant appui sur des expe´rimentations mene´es par Fransson & Alfredsson [65], il a e´te´ de´montre´
ici que la seule prise en compte de la perme´abilite´ de la paroi (indissociable du processus d’aspiration)
suffit a` expliquer en partie cet e´cart entre la the´orie et la re´alite´. En effet, l’ensemble des e´tudes
faisant e´tat d’un nombre de Reynolds au-dela` de 50000 reposent sur l’hypothe`se d’une perme´abilite´
ne´gligeable ; or celle-ci exerce une spectaculaire de´stabilisation, meˆme a` de faibles valeurs.
D’un autre coˆte´, si pour de tre`s faibles porosite´s la compliance continue d’exercer une action
stabilisante, elle se re´ve`le ne´faste au-dela` d’un seuil de perme´abilite´ relativement faible ; ceci contredit
l’ide´e e´tablie selon laquelle son action est toujours positive sur les perturbations de classe A –dont
rele`ve l’onde TS responsable de la transition dans les couches limites aspire´es.
Cette meˆme compliance est a` l’origine d’une instabilite´ absolue de type Divergence, susceptible de
contaminer la totalite´ de la couche limite, et qui subsiste meˆme en l’absence de perme´abilite´. Ceci met
en e´vidence le danger qu’il y a, dans le cas d’une couche limite aspire´e, a` re´duire la rigidite´ de la paroi
(en jouant soit sur son e´paisseur soit le choix du mate´riau) dans l’objectif de re´duire la masse.
Ce travail peut eˆtre poursuivi par l’e´tude de parois poroe´lastique anisotropes, qui seraient per-
me´ables e´galement dans le sens de l’e´coulement ; on pourra employer pour cela la me´thode d’homoge´-
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ne´isation (utilise´e ici simplement pour mode´liser l’e´coulement perpendiculaire a` la paroi), en prenant
exemple sur l’e´tude de Tilton & L. Cortelezzi [161] base´e sur le mode`le de Whitaker et traitant de
l’e´coulement de Poiseuille sur une paroi perme´able.
Pour finir, l’e´tude d’un e´coulement incompressible sur une canope´e rigide a e´te´ mene´e en se basant
sur un profil de vitesse moyenne aussi re´aliste que possible. Pour cela, un me´thodologie du trace´ a
e´te´ e´tablie et applique´e a` quatre essais expe´rimentaux re´alise´s par Ghisalberti & Nepf [75]. Les profils
obtenus re´ve`lent une bonne corre´lation avec les mesures expe´rimentales. Pour chacun des quatre cas,
une e´tude de stabilite´ a e´te´ mene´e sur la base de trois mode`les d’e´coulement diffe´rents : d’abord le
mode`le simplifie´ d’Euler, puis en prenant en compte l’effort de traˆıne´e dans la canope´e, et enfin en
inte´grant en supple´ment les effets de la viscosite´ et de la turbulence.
Dans ces conditions, la traˆıne´e semble exercer un effet stabilisant notable sur le mode dominant
(de type non-visqueux), ainsi que l’ont de´montre´ Py et al. [141]. Cependant, l’effort de traˆıne´e exerce
surtout une grande influence sur le profil de vitesse moyenne, c’est pourquoi il a e´te´ proce´de´ a` une
nouvelle e´tude avec un profil pre´alablement retrace´ en tenant compte de la variation de la densite´
de la canope´e –et ainsi de l’effort de traˆıne´e. Il s’ave`re que l’accroissement de l’inflexion du profil de
vitesse lorsque la traˆıne´e augmente, surpasse nettement le roˆle stabilisant de celle-ci dans l’e´tude de
stabilite´ ; la traˆıne´e, lorsqu’elle intervient dans la totalite´ de l’e´tude, exerce donc un effet globalement
de´stabilisant sur l’e´coulement, a` l’inverse des re´sultats pre´ce´demment obtenus.
Enfin, un profil en lignes brise´es a e´te´ trace´ sur le mode`le traditionnellement utilise´ dans les e´tudes
analytiques. Les re´sultats obtenus analytiquement sur la base de ce profil sont conformes a` ceux obtenus
nume´riquement avec le profil a` de´rive´e continue, en termes de taux de croissance comme de nombre
d’onde, ce qui conforte la validite´ de la mode´lisation utilise´e.
L’inte´reˆt d’e´tablir un profil re´aliste de la vitesse moyenne a ainsi e´te´ de´montre´, et ce sous plusieurs
aspects ; ceci invite a` prolonger cette e´tude avec des canope´es flexibles, compose´es de tiges inde´pen-
dantes ou relie´es entre elles par des liens e´lastique, comme celles de´ja` employe´es dans diffe´rents travaux
[60, 55, 141]. Une analyse plus pre´cise de l’effet de la turbulence peut aussi eˆtre envisage´e au moyen
de mode`les moins diffusifs.
Un dernier prolongement, en cours d’investigation actuellement, consiste a` s’appuyer sur les re´-
sultats obtenus ici afin de valider ceux fournis par une mode´lisation du profil de vitesse moyenne
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base´e sur la the´orie d’homoge´ne´isation dans la canope´e, profil de´ja` obtenu et utilise´ par Zampogna &
Bottaro [180].
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ANNEXES
ANNEXE A
Code d’analyse line´aire temporelle de la stabilite´ d’une couche limite tridi-
mensionnelle.
1 funct ion [ g , i nd i cemax ]= compl ian t3D ( R1 , N, Ninf , kx1 , kz1 , EE ,m, f i )
2 z =0;mm=0;TT=0; dd =0;
3
4 %differentiation matrices (Weideman and Reddy differentiation suite)
5 [ yvec ,D] = c h e b d i f (N, 4 ) ;
6
7 %Chebyshev scaling
8
9 y = zeros ( s i z e ( yvec ) ) ;
10 y = (1+ yvec ) / 2∗ Ninf ;%y=[Ninf ;0] wall up
11 f a c t = ( 2 / Ninf ) ;
12 D1= f a c t ∗D ( : , : , 1 ) ; D2=( f a c t ^2 ) ∗D ( : , : , 2 ) ;
13
14
15 %velocity profile and derivatives
16 [ Uu , UP , UPP ,Ww,WP,WPP]=FSC (N, Ninf ,m, f i ) ;
17
18 %delta sizing
19 %R=R1 ; kx=kx1 ; kz=kz1 ;
20
21 %delta sizing with alternative definition
22 %R=R1/sqrt((m+1)/2) ; kx=kx1/sqrt((m+1)/2) ; kz=kz1/sqrt((m+1)/2) ;
23
24 % theta to delta sizing
25 %R=R1/theta ; kx=kx1/theta ; kz=kz1/theta ;
26
27 %deltastar to delta sizing
28 R=R1 / d e l t a s t a r ; kx=kx1 / d e l t a s t a r ; kz=kz1 / d e l t a s t a r ;
29
30 %BB=1E12 ;KK=BB/4 ;
31 BB=8.9E−10∗EE / R^ 2 ;KK=230∗EE / R^ 2 ;
32
33
34 % Laplacian
35 I =eye (N) ;
36 k2=kx ^2+ kz ^ 2 ;
37 d e l t a =(D2−k2∗ I ) ;
38
39
40 %compute dynamic matrix, formulation (p, u, v, w)
41
42 AA1 = zeros (N,N) ; AA2 = − i ∗kx∗ I ; AA3 = −D1 ; AA4 = − i ∗kz∗ I ;
43 AB1 = i ∗kx∗ I ; AB2 = i ∗kx∗diag ( Uu ) + i ∗kz∗diag (Ww)−d e l t a / R ; AB3 = diag (UP) ; AB4 =
zeros (N,N) ;
44 AC1 = D1 ; AC2 = zeros (N,N) ; AC3 = i ∗kx∗diag ( Uu ) + i ∗kz∗diag (Ww)−d e l t a / R ; AC4 =
zeros (N,N) ;
45 AD1 = i ∗kz∗ I ; AD2 = zeros (N,N) ; AD3 = diag (WP) ; AD4 = i ∗kx∗diag ( Uu ) + i ∗kz∗diag
(Ww)−d e l t a / R ;
46
47 BA1 = zeros (N,N) ; BA2 = zeros (N,N) ; BA3 = zeros (N,N) ; BA4 = zeros (N,N) ;
48 BB1 = zeros (N,N) ; BB2 = i ∗kx∗ I ; BB3 = zeros (N,N) ; BB4 = zeros (N,N) ;
49 BC1 = zeros (N,N) ; BC2 = zeros (N,N) ; BC3 = i ∗kx∗ I ; BC4 = zeros (N,N) ;
50 BD1 = zeros (N,N) ; BD2 = zeros (N,N) ; BD3 = zeros (N,N) ; BD4 = i ∗kx∗ I ;
51
52
53 %boundary conditions for the compliant case
54
55 AAA = (BB∗k2∗k2 + TT∗k2 + KK) / ( UP(N) ∗R) ;
56
57 AB1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB2 ( 1 , : ) = D1 ( 1 , : ) + sqr t ( k2 ) ∗ [1 zeros ( 1 ,N−1) ] ; AB3 ( 1 , : ) =
zeros ( 1 ,N) ; AB4 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
58 %AB1(1, :) = zeros(1,N) ; AB2(1, :) = [1 zeros(1,N-1)] ; AB3(1, :) = zeros(1,N) ; AB4(1, :) = zeros(1,N) ;
59 AB1(N , : ) = −z∗UP(N) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AB2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB3(N , : ) = UP(N) ∗ [
zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AB4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
60
61 AC1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC3 ( 1 , : ) = D1 ( 1 , : ) + sqr t ( k2 ) ∗ [1
zeros ( 1 ,N−1) ] ; AC4 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
62 %AC1(1, :) = zeros(1,N) ; AC2(1, :) = zeros(1,N) ;AC3(1, :) = [1 zeros(1,N-1)] ; AC4(1, :) = zeros(1,N) ;
63 AC1(N , : ) = −R∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AC2(N , : ) = AAA∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AC3(N , : ) = −dd
∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AC4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
64
65 AD1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD4 ( 1 , : ) =
D1 ( 1 , : ) + sqr t ( k2 ) ∗ [1 zeros ( 1 ,N−1) ] ;
66 %AD1(1, :) = zeros(1,N) ; AD2(1, :) = zeros(1,N) ; AD3(1, :) = zeros(1,N) ; AD4(1, :) = [1 zeros(1,N-1)] ;
67 AD1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD4(N , : ) =
[ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ;
68
69 BB1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB2 ( 1 , : ) = [ zeros ( 1 ,N) ] ; BB3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB4 ( 1 , : )
= zeros ( 1 ,N) ;
70 BB1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB2(N , : ) = [ zeros ( 1 ,N−1) i ∗kx ] ; BB3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
BB4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
71
72 BC1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC4 ( 1 , : ) =
zeros ( 1 ,N) ;
73 BC1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC3(N , : ) = − i ∗kx∗R∗mm∗ [ zeros ( 1 ,N−1)
1 ] ; BC4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
74
75 BD1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD4 ( 1 , : ) =
zeros ( 1 ,N) ;
76 BD1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD4(N , : ) =
i ∗kx ∗0 . 0 0 0 0 1∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ;
77
78
79 %assembling the problem
80 A = [AA1 AA2 AA3 AA4;
81 AB1 AB2 AB3 AB4 ;
82 AC1 AC2 AC3 AC4 ;
83 AD1 AD2 AD3 AD4 ] ;
84 B = [BA1 BA2 BA3 BA4 ;
85 BB1 BB2 BB3 BB4 ;
86 BC1 BC2 BC3 BC4 ;
87 BD1 BD2 BD3 BD4 ] ;
88
89 A = A( 1 : 4∗N, 1 : 4 ∗N) ;
90 B = B( 1 : 4∗N, 1 : 4 ∗N) ;
91
92
93 % ’qz’ algorithm
94
95 warn ing o f f MATLAB: d i v i d e B y Z e r o
96
97 [U, S ]= e i g (A, B) ; S=diag ( S ) ;
98 S ( i snan ( S ) )=0− i ;
99
100
101 % filter for spurious eigenvalues
102
103 f o r s = 1 : l ength ( S )
104 i f imag ( S ( s ) ) >= 1E2
105 S ( s ) =0− i ;
106 end
107 i f abs ( r e a l ( S ( s ) ) ) >= 1E2
108 S ( s ) =0− i ;
109 end
110
111 %Removes FISI
112 i f ( imag ( S ( s ) ) >(0.43− r e a l ( S ( s ) ) ) / 2 )
113 S ( s )=0− i ;
114 end
115 i f r e a l ( S ( s ) ) <= −0.5
116 S ( s ) =0− i ;
117 end
118
119 end
120
121 S ( i snan ( S ) )=0− i ;
122
123 [ g , i nd i cemax ] = max ( imag ( S ) ) ;
124
125
126 %plot the modes in complex c plane
127
128 com=[ ’U0=max ( abs (UU(NN+1:2∗NN,@) ) ) ; f i g u r e ( 2 ) ; ho ld on ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 1 ) ; p l o t ( abs (UU( 1 :NN,@
) ) , y , ’ ’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ p r e s s u r e p ’ ’ ) ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 2 ) ; p l o t ( abs (UU(NN+1:2∗NN,@) ) / U0 , y , ’
’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ l o n g i t u d i n a l v e l o c i t y u ’ ’ ) ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 3 ) ; p l o t ( abs (UU(2∗NN+1:3∗NN,@)
) / U0 , y , ’ ’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ w a l l normal v e l o c i t y v ’ ’ ) ; ’ ] ;
129
130 f i g u r e ( 3 2 ) ; hold on
131
132 f o r i n d =1:4∗N;
133 han=plot ( S ( i n d ) , ’om ’ ) ; gr id on ; hold on ; s e t ( han , ’ bu t t ondownfc n ’ ,
r e p l a c e i n d ( com , ’@’ , i n d ) ) ;
134 end
135
136 xl im ( [ − 0 . 2 , 1 . 2 ] ) ; y l im ( [ − 0 . 5 , 0 . 5 ] ) ;
137 y labe l ( [ ’ Cr= ’ num2str ( r e a l ( S ( ind i cemax ) ) ) , ’ c _ r = ’ num2str ( r e a l ( S ( ind i cemax ) ) ) , ’
c _ i = ’ num2str ( imag ( S ( ind i cemax ) ) ) ] , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) , drawnow , hold on ;
138
139 end
ANNEXE B
Code de calcul des matrices diffe´rentielles de Chebyshev (cre´e´ par J.A.C. Wei-
deman et S.C. Reddy).
1 funct ion [ x , DM] = c h e b d i f (N, M)
2
3 % The function DM = chebdif(N,M) computes the differentiation
4 %matrices D1, D2, ..., DM on Chebyshev nodes.
5 %
6 % Input :
7 %N : Size of differentiation matrix.
8 %M : Number of derivatives required (integer).
9 %Note : 0 ¡ M ¡= N-1.
10 %
11 %Output :
12 %DM : DM(1 :N,1 :N,ell) contains ell-th derivative matrix, ell=1..M.
13 %
14 % The code implements two strategies for enhanced
15 %accuracy suggested by W. Don and S. Solomonoff in
16 %SIAM J. Sci. Comp. Vol. 6, pp. 1253–1268 (1994).
17 % The two strategies are (a) the use of trigonometric
18 % identities to avoid the computation of differences
19 % x(k)-x(j) and (b) the use of the ”flipping trick”
20 %which is necessary since sin t can be computed to high
21 % relative precision when t is small whereas sin (pi-t) cannot.
22
23 % J.A.C. Weideman, S.C. Reddy 1998.
24
25 I = eye (N) ; % Identity matrix.
26 L = l o g i c a l ( I ) ; % Logical identity matrix.
27
28 n1 = f l o o r (N/ 2 ) ; n2 = c e i l (N/ 2 ) ; % Indices used for flipping trick.
29
30 k = [ 0 : N−1] ’ ; %
31 t h = k∗pi / ( N−1) ; %Compute theta vector : 0¡th¡pi.
32
33 x = s in ( pi ∗ [N−1:−2:1−N] ’ / ( 2 ∗ ( N−1) ) ) ; %Compute Chebyshev points : -(N-1)¡x¡(N-1).
34
35 T = repmat ( t h / 2 , 1 ,N) ; %matrice de N colonnes, chacune allant de 0 a pi/2
36 DX = 2∗ s in ( T’+T ) .∗ s in ( T’−T ) ; % Trigonometric identity.
37 DX = [DX( 1 : n1 , : ) ; −f l i pud ( f l i p l r (DX( 1 : n2 , : ) ) ) ] ; % Flipping trick.
38 DX( L ) = ones (N, 1 ) ; %Put 1’s on the main diagonal of DX.
39
40 C = t o e p l i t z ( ( −1) . ^ k ) ; %C is the matrix with
41 C ( 1 , : ) = C ( 1 , : ) ∗2 ; C(N , : ) = C(N , : ) ∗2 ; %entries c(k)/c(j)
42 C ( : , 1 ) = C ( : , 1 ) / 2 ; C ( : , N) = C ( : , N) / 2 ;
43
44 Z = 1 . /DX; % Z contains entries 1/(x(k)-x(j))
45 Z ( L ) = zeros (N, 1 ) ; %with zeros on the diagonal.
46
47 D = eye (N) ; %D contains diff. matrices.
48
49 f o r e l l = 1 :M
50 D = e l l ∗Z . ∗ ( C.∗ r epmat ( diag (D) , 1 ,N) − D) ; %Off-diagonals
51 D( L ) = −sum (D’ ) ; %Correct main diagonal of D
52 DM( : , : , e l l ) = D; %Store current D in DM
53 end
ANNEXE C
Code de calcul du profil de la vitesse moyenne dans un e´coulement tridimen-
sionnel.
1 funct ion [ Uu , UP , UPP ,Ww,WP,WPP]=FSC (N, Ninf ,m, f i )
2 %compute the velocity profile of the Falkner-Skan-Cooke boundary layer
3
4 %parameters
5 %Nfsc= number of collocation points in the wall normal direction
6 % Lfsc= extent (in boundary layer thickness) of the computational domain in the wall normal direction
7 %m= pressure gradient parameter
8
9 %variable for fsfun och cfun
10 g loba l DMfsc ;
11 g loba l Nfsc ;
12 g loba l Lfsc ;
13 g loba l BetaH ;
14 g loba l F ;
15 g loba l D1fsc
16 g loba l D2fsc
17 g loba l D3fsc
18 g loba l d e l t a s t a r
19 g loba l t h e t a
20 g loba l f p r i m
21
22 %Specify problem parameters
23 BetaH =2∗m/ (m+1) ;
24 Nfsc=N;
25 Lfsc = Ninf ;
26
27 %other way to give the pressure gradiant
28 %wedgeangle = 0 ;
29 %BetaH=wedgeangle/180. ;
30
31 %differenciation matrices and scaling
32 [ x , DMfsc ]= c h e b d i f ( Nfsc , 3 ) ;
33
34 %diferentiation matrices for fsfun
35 D1fsc=DMfsc ( 3 : Nfsc −1 ,2: Nfsc , 1 ) .∗ ( −2/ L f sc ) ;
36 D2fsc=DMfsc ( 3 : Nfsc −1 ,2: Nfsc , 2 ) . ∗ ( 4 / ( L f sc ^2 ) ) ;
37 D3fsc=DMfsc ( 3 : Nfsc −1 ,2: Nfsc , 3 ) .∗ ( −8 / ( L f sc ^ 3 ) ) ;
38
39 % Initial guess can be very important
40 f0 =−(2∗x ( 2 : Nfsc ) −2)∗Lfsc /4 −1.21.∗(1 − exp ( ( x ( 2 : Nfsc ) −1)∗Lfsc / 2 ) ) ;
41 c0 =−(2∗x ( 2 : Nfsc ) −2)∗Lfsc /4 −1.21.∗(1 − exp ( ( x ( 2 : Nfsc ) −1)∗Lfsc / 2 ) ) ;
42
43 %Computes Falkner-Skan Profile
44 f = f s o l v e ( ’ f s f u n ’ , f0 , [ 0 , 1 e−14 ,1e −14]) ;
45 F= f ;
46 f = [ 0 ; f ] ;
47
48 %computes derivatives of f
49 f p r i m =−2/ Lf sc ∗ ( DMfsc ( : , : , 1 ) ∗ f ) ;
50 %fsec=-2/Lfsc*(DMfsc( :, :,1)*fprim) ;
51
52 %Computes Cooke profile
53 g= f s o l v e ( ’ c f un ’ , c0 , [ 0 , 1 e−10 ,1e −10]) ;
54 g = [ 0 ; g ] ;
55
56 % Lfsc=Lfsc*sqrt(2/(m+1)) ;
57
58 y f s c =(1−x ( 1 : Nfsc ) ) . ∗ ( L f sc / 2 ) ;%yfsc=[0 ;Lfsc]
59
60 IW= INTweights ( Nfsc , L f sc ) ;%compute integration weights
61 d e l t a s t a r =sum ( IW∗ ( ones ( Nfsc , 1 )−f p r i m ) ) ;
62 t h e t a =sum ( IW∗ ( ones ( Nfsc , 1 )−f p r i m ) .∗ f p r i m ) ;
63 %yfsc=(1-x(1 :Nfsc)).*(Lfsc/2)/deltastar ;
64 % Lfsc=Lfsc/deltastar ;
65
66 %main stram coordinates (streamwise/cross-steam)
67 u= f p r i m ∗ ( cos ( f i ∗pi / 1 8 0 ) ) ∗ ( cos ( f i ∗pi / 1 8 0 ) ) +g ∗ ( s in ( f i ∗pi / 1 8 0 ) ) ∗ ( s in ( f i ∗pi / 1 8 0 ) ) ;
68 w=( g−f p r i m ) ∗ cos ( f i ∗pi / 1 8 0 ) ∗ s in ( f i ∗pi / 1 8 0 ) ;
69
70 %Wing coordinates (chordwise/spanwise)
71 %u=fprim ;
72 %w=g ;
73
74 %u and w derivatives
75 d1=−2/ Lf sc ; d2=d1∗d1 ;%scalings
76 du=d1∗DMfsc ( : , : , 1 ) ∗u ;
77 ddu=d2∗DMfsc ( : , : , 2 ) ∗u ;
78 dw=d1∗DMfsc ( : , : , 1 ) ∗w;
79 ddw=d2∗DMfsc ( : , : , 2 ) ∗w;
80
81 Uu=u ;
82 UP=du ;
83 UPP=ddu ;
84
85 Ww=w;
86 WP=dw ;
87 WPP=ddw ;
88
89
90 %Wall up
91 Uu= f l i pud ( u ) ; UP= f l i pud ( du ) ; UPP= f l i pud ( ddu ) ;Ww= f l i pud (w) ;WP= f l i pud ( dw ) ;WPP= f l i pud ( ddw )
;
92
93 %Corrects erratic values of U, U’ et W’ at the wall
94 Uu ( Nfsc −1)=2∗Uu ( Nfsc −2)−Uu ( Nfsc −3) ;
95 Uu ( Nfsc ) =2∗Uu ( Nfsc −1)−Uu ( Nfsc −2) ;
96 Ww( Nfsc −1)=2∗Ww( Nfsc −2)−Ww( Nfsc −3) ;
97 Ww( Nfsc ) =2∗Ww( Nfsc −1)−Ww( Nfsc −2) ;
98
99 UP( Nfsc −5)=2∗UP( Nfsc −6)−UP( Nfsc −7) ;
100 UP( Nfsc −4)=2∗UP( Nfsc −5)−UP( Nfsc −6) ;
101 UP( Nfsc −3)=2∗UP( Nfsc −4)−UP( Nfsc −5) ;
102 UP( Nfsc −2)=2∗UP( Nfsc −3)−UP( Nfsc −4) ;
103 UP( Nfsc −1)=2∗UP( Nfsc −2)−UP( Nfsc −3) ;
104 UP( Nfsc ) =2∗UP( Nfsc −1)−UP( Nfsc −2) ;
105 WP( Nfsc −5)=2∗WP( Nfsc −6)−WP( Nfsc −7) ;
106 WP( Nfsc −4)=2∗WP( Nfsc −5)−WP( Nfsc −6) ;
107 WP( Nfsc −3)=2∗WP( Nfsc −4)−WP( Nfsc −5) ;
108 WP( Nfsc −2)=2∗WP( Nfsc −3)−WP( Nfsc −4) ;
109 WP( Nfsc −1)=2∗WP( Nfsc −2)−WP( Nfsc −3) ;
110 WP( Nfsc ) =2∗WP( Nfsc −1)−WP( Nfsc −2) ;
111
112 %Corrects erratic values of U’ at the main stream
113 Uu ( 1 : 2 0 ) =Uu ( 2 1 ) ;
114 UP ( 1 : 2 0 ) =0;
115 WP( 1 : 2 0 ) =0;
116
117 % sets Uu=0 at the wall
118 v a l f i n U =Uu ( 1 ) ;
119 f o r i n d =1: Nfsc
120 Uu ( i n d ) =(Uu ( i n d )−Uu ( Nfsc ) ) / ( v a l f i n U−Uu ( Nfsc ) ) ;
121 end
122
123
124 %plot profiles
125 f i g u r e ( 9 8 ) ; hold o f f
126 %plot(Uu,yfsc,’-’,UP,yfsc,’-’,UPP,yfsc,’-’,Ww,yfsc,’–’,WP,yfsc,’–’,WPP,yfsc,’–’) ;
127 plot ( Uu , y f sc , ’− ’ ,UP , y f sc , ’− ’ ,Ww, y f sc , ’−−’ ,WP, y f sc , ’−−’ ) ;
128 legend ( ’ U_f ’ , ’ U_f ’ ’ ’ , ’W_f ’ , ’W_f ’ ’ ’ ) ;
129
130 end
ANNEXE D
Code d’analyse line´aire temporelle de la stabilite´ d’une couche limite aspire´e
bidimensionnelle.
1 funct ion [omR, omI , g , i nd i cemax ]= t e m p o r a l s u c t i o n ( R1 , kxR , EE , z ,m, chx )
2 N=130; Ninf =10;TT=0; dd =0; f i =0 ; kz1 =0;m=0; kxI =0;
3
4 %differentiation matrices (Weideman and Reddy differentiation suite)
5 [ yvec ,D] = c h e b d i f (N, 4 ) ;
6
7 %Chebyshev scaling
8
9 y = zeros ( s i z e ( yvec ) ) ;
10 y = (1−yvec ) / 2∗ Ninf ;%yfsc=[0 ;Ninf]
11 f a c t = ( 2 / Ninf ) ;
12 D1= f a c t ∗D ( : , : , 1 ) ; D2=( f a c t ^2 ) ∗D ( : , : , 2 ) ; D3=( f a c t ^3 ) ∗D ( : , : , 3 ) ;
13
14 kx1=kxR+ i ∗ kxI
15
16 %velocity profile and derivatives
17 Uu=1−exp(−y ) ; ; UP=exp(−y ) ; UPP=−exp(−y ) ;Ww= zeros (N, 1 ) ;WP= zeros (N, 1 ) ;WPP= zeros (N, 1 ) ; Uu=
f l i pud ( Uu ) ; UP= f l i pud (UP) ; UPP= f l i pud ( UPP ) ; d e l t a s t a r =1 ;
18
19 %delta sizing
20 %R=R1 ; kx=kx1 ; kz=kz1 ;
21
22 %delta sizing with alternative definition
23 %R=R1/sqrt((m+1)/2) ; kx=kx1/sqrt((m+1)/2) ; kz=kz1/sqrt((m+1)/2) ;
24
25 % theta to delta sizing
26 %R=R1/theta ; kx=kx1/theta ; kz=kz1/theta ;
27
28 %deltastar to delta sizing
29 R=R1 / d e l t a s t a r ; kx=kx1 / d e l t a s t a r ; kz=kz1 / d e l t a s t a r ;
30
31
32
33 mm=24226/R ;BB=6.08 E6∗EE / R ;KK=5.27E−11∗EE∗R^ 3 ; %Kramer-type parameters
34 %mm=822857/R ;BB=4.4E6*EE/R ;KK=0 ;
35
36 % Laplacian
37 I =eye (N) ;
38 k2=kx ^ 2 ;
39 d e l t a =(D2−k2∗ I ) ;
40
41
42 %compute dynamic matrix, formulation (p, u, v, w)
43
44 AA1 = zeros (N,N) ; AA2 = i ∗kx∗ I ; AA3 = D1 ; AA4 = i ∗kz∗ I ;
45
46 AB1 = i ∗kx∗ I ; AB2 = i ∗kx∗diag ( Uu )−(D1+ d e l t a ) / R ; AB3 = diag (UP) ; AB4 = zeros (N,
N) ;
47 AC1 = D1 ; AC2 = zeros (N,N) ; AC3 = i ∗kx∗diag ( Uu )−(D1+ d e l t a ) / R ; AC4 = zeros (N,N
) ;
48 AD1 = i ∗kz∗ I ; AD2 = zeros (N,N) ; AD3 = zeros (N,N) ; AD4 = i ∗kx∗diag ( Uu )−(D1+
d e l t a ) / R ;
49
50 BA1 = zeros (N,N) ; BA2 = zeros (N,N) ; BA3 = zeros (N,N) ; BA4 = zeros (N,N) ;
51 BB1 = zeros (N,N) ; BB2 = −I ; BB3 = zeros (N,N) ; BB4 = zeros (N,N) ;
52 BC1 = zeros (N,N) ; BC2 = zeros (N,N) ; BC3 = −I ; BC4 = zeros (N,N) ;
53 BD1 = zeros (N,N) ; BD2 = zeros (N,N) ; BD3 = zeros (N,N) ; BD4 = −I ;
54
55
56 %boundary conditions for the compliant case
57
58 AAA = (BB∗k2∗k2 + TT∗k2 + KK) / ( UP(N) ∗R) ;
59
60 AB1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB2 ( 1 , : ) = D1 ( 1 , : ) + sqr t ( k2 ) ∗ [1 zeros ( 1 ,N−1) ] ; AB3 ( 1 , : ) =
zeros ( 1 ,N) ; AB4 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
61 AB1(N , : ) = z∗UP(N) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AB2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB3(N , : ) = UP(N) ∗ [
zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AB4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
62
63 AC1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC3 ( 1 , : ) = D1 ( 1 , : ) + sqr t ( k2 ) ∗ [1
zeros ( 1 ,N−1) ] ; AC4 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
64 AC1(N , : ) = (−R−dd∗z ) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AC2(N , : ) = AAA∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AC3(N
, : ) = −dd ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AC4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
65
66 AD1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD4 ( 1 , : ) =
D1 ( 1 , : ) + sqr t ( k2 ) ∗ [1 zeros ( 1 ,N−1) ] ;
67 AD1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AD4(N , : ) =
[ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ;
68
69 BB1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB2 ( 1 , : ) = −0.00001∗[1 zeros ( 1 ,N−1) ] ; BB3 ( 1 , : ) = zeros
( 1 ,N) ; BB4 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
70 BB1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB2(N , : ) = [ zeros ( 1 ,N−1) −1]; BB3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
BB4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
71
72 BC1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC3 ( 1 , : ) = −0.00001∗[1 zeros ( 1 ,N
−1) ] ; BC4 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
73 BC1(N , : ) = R∗z∗mm∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; BC2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC3(N , : ) = R∗mm∗ [
zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; BC4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
74
75 BD1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD4 ( 1 , : ) =
−0.00001∗[1 zeros ( 1 ,N−1) ] ;
76 BD1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BD4(N , : ) =
−0.00001∗[ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ;
77
78
79 %assembling the problem
80 A = [AA1 AA2 AA3 AA4;
81 AB1 AB2 AB3 AB4 ;
82 AC1 AC2 AC3 AC4 ;
83 AD1 AD2 AD3 AD4 ] ;
84 B = [BA1 BA2 BA3 BA4 ;
85 BB1 BB2 BB3 BB4 ;
86 BC1 BC2 BC3 BC4 ;
87 BD1 BD2 BD3 BD4 ] ;
88
89 A = A( 1 : 4∗N, 1 : 4 ∗N) ;
90 B = B( 1 : 4∗N, 1 : 4 ∗N) ;
91
92
93 % ’qz’ algorithm
94
95 warn ing o f f MATLAB: d i v i d e B y Z e r o
96
97 [U, S ]= e i g (A, B) ; S=diag ( S ) ;
98 S ( i snan ( S ) )=0− i ;
99
100 % filter for spurious eigenvalues
101
102 f o r s = 1 : l ength ( S )
103 S ( s ) = i ∗S ( s ) / sqr t ( kxR^2+ kxI ^ 2 ) ;
104
105 i f imag ( S ( s ) ) >= 1E2
106 S ( s ) =0− i ;
107 end
108
109 i f r e a l ( S ( s ) ) >= 1E2 | | r e a l ( S ( s ) )<−1
110 S ( s ) =0− i ;
111 end
112
113 i f ( r e a l ( S ( s ) ) <= 1) && (max ( abs (U( 1 : N, s ) ) ) < 1e−3)
114 S ( s ) =(1−60∗ i ) ;
115 end
116
117 %Removes FISI
118 i f ( imag ( S ( s ) ) >(0.6−( r e a l ( S ( s ) ) ) ) / 1 )
119 %if abs(U(2*NN,s))¡0.4 —— (imag(S(s))¿(0.48-(real(S(s)))/1))
120 S ( s ) =0− i ;
121 end
122
123 end
124
125 [ g , i nd i cemax ] = max ( imag ( S ) ) ;
126 omR= r e a l ( S ( ind i cemax ) ) ∗ sqr t ( kxR^2+ kxI ^ 2 ) ;
127 omI=imag ( S ( ind i cemax ) ) ∗ sqr t ( kxR^2+ kxI ^ 2 ) ;
128
129
130 %plot the modes in complex c plane
131
132 y= f l i pud ( y ) ;
133 com=[ ’U0=max ( abs (UU(NN+1:2∗NN,@) ) ) ; f i g u r e ( 2 ) ; ho ld on ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 1 ) ; p l o t ( abs (UU( 1 :NN,@
) ) , y , ’ ’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ p r e s s u r e p ’ ’ ) ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 2 ) ; p l o t ( abs (UU(NN+1:2∗NN,@) ) / U0 , y , ’
’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ l o n g i t u d i n a l v e l o c i t y u ’ ’ ) ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 3 ) ; p l o t ( abs (UU(2∗NN+1:3∗NN,@)
) / U0 , y , ’ ’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ w a l l normal v e l o c i t y v ’ ’ ) ; ’ ] ;
134
135 f i g u r e ( 3 2 ) ; hold on
136
137 f o r i n d =1:4∗N;
138 han=plot ( S ( i n d ) , ’om ’ ) ; gr id on ; hold on ; s e t ( han , ’ bu t t ondownfc n ’ ,
r e p l a c e i n d ( com , ’@’ , i n d ) ) ;
139 end
140
141 xl im ( [ − 0 . 2 , 1 . 2 ] ) ; y l im ( [ − 0 . 5 , 0 . 5 ] ) ;
142 y labe l ( [ ’ Cr= ’ num2str ( r e a l ( S ( ind i cemax ) ) ) , ’ c _ r = ’ num2str ( r e a l ( S ( ind i cemax ) ) ) , ’
c _ i = ’ num2str ( imag ( S ( ind i cemax ) ) ) ] , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) , drawnow , hold on ;
143
144 end
ANNEXE E
Code d’analyse line´aire spatiale de la stabilite´ d’une couche limite aspire´e.
1 funct ion [ g , a l p h a r , a l p h a i , i n d i c e m i n ]= s p a c i a l s u c t i o n ( R1 , F , EE , z )
2 N=130; Ninf =10;TT=0; dd =0;m=0;
3
4 %differentiation matrices (Weideman and Reddy differentiation suite)
5 [ yvec ,D] = c h e b d i f (N, 3 ) ;
6
7 %Chebyshev scaling
8
9 y = zeros ( s i z e ( yvec ) ) ;
10 y = (1−yvec ) / 2∗ Ninf ;%yfsc=[0 ;Ninf]
11 f a c t = ( 2 / Ninf ) ;
12 D1= f a c t ∗D ( : , : , 1 ) ; D2=( f a c t ^2 ) ∗D ( : , : , 2 ) ; D3=( f a c t ^3 ) ∗D ( : , : , 3 ) ;
13
14
15 %velocity profile and derivatives
16 Uu=1−exp(−y ) ; UP=exp(−y ) ; UPP=−exp(−y ) ; Uu= f l i pud ( Uu ) ; UP= f l i pud (UP) ; UPP= f l i pud ( UPP )
; d e l t a s t a r =1 ;
17
18 %delta sizing
19 %R=R1 ; kx=kx1 ; kz=kz1 ;
20
21 %delta sizing with alternative definition
22 %R=R1/sqrt((m+1)/2) ;
23 % theta to delta sizing
24 %R=R1/theta ; kx=kx1/theta ; kz=kz1/theta ;
25
26 %deltastar to delta sizing
27 R=R1 / d e l t a s t a r ;
28
29 O=F∗R∗1E−6;
30
31 mm=24226;BB=6.08 E6∗EE ;KK=5.27E−11∗EE ; %Kramer-type parameters
32 %mm=822857 ;BB=4.4E6*EE ;KK=2.94 ;
33
34 %compute dynamic matrix, formulation (p, u, v, kxu, kxv, kx2.u, kx3.u)
35 I =eye (N) ;
36 AA1 = zeros (N,N) ; AA2 = zeros (N,N) ; AA3 = D1 ; AA4 = zeros (N,N) ; AA5 = zeros (N
,N) ; AA6 = zeros (N,N) ; AA7 = zeros (N,N) ;
37 AB1 = zeros (N,N) ; AB2 = − i ∗O∗ I −(D1+D2 ) / R ; AB3 = diag (UP) ; AB4 = zeros (N,N) ;
AB5 = zeros (N,N) ; AB6 = zeros (N,N) ; AB7 = zeros (N,N) ;
38 AC1 = D1 ; AC2 = zeros (N,N) ; AC3 = − i ∗O∗ I −(D1+D2 ) / R ; AC4 = zeros (N,N) ; AC5
= zeros (N,N) ; AC6 = zeros (N,N) ; AC7 = zeros (N,N) ;
39 AD1 = zeros (N,N) ; AD2 = zeros (N,N) ; AD3 = zeros (N,N) ; AD4 = I ; AD5 =
zeros (N,N) ; AD6 = zeros (N,N) ; AD7 = zeros (N,N) ;
40 AE1 = zeros (N,N) ; AE2 = zeros (N,N) ; AE3 = zeros (N,N) ; AE4 = zeros (N,N) ;
AE5 = I ; AE6 = zeros (N,N) ; AE7 = zeros (N,N) ;
41 AF1 = zeros (N,N) ; AF2 = zeros (N,N) ; AF3 = zeros (N,N) ; AF4 = zeros (N,N) ;
AF5 = zeros (N,N) ; AF6 = I ; AF7 = zeros (N,N) ;
42 AG1 = zeros (N,N) ; AG2 = zeros (N,N) ; AG3 = zeros (N,N) ; AG4 = zeros (N,N) ;
AG5 = zeros (N,N) ; AG6 = zeros (N,N) ; AG7 = I ;
43
44 BA1 = zeros (N,N) ; BA2 = − i ∗ I ; BA3 = zeros (N,N) ; BA4 = zeros (N,N) ; BA5 =
zeros (N,N) ; BA6 = zeros (N,N) ; BA7 = zeros (N,N) ;
45 BB1 = − i ∗ I ; BB2 = − i ∗diag ( Uu ) ; BB3 = zeros (N,N) ; BB4 = −(1/R) ∗ I ; BB5 =
zeros (N,N) ; BB6 = zeros (N,N) ; BB7 = zeros (N,N) ;
46 BC1 = zeros (N,N) ; BC2 = zeros (N,N) ; BC3 = − i ∗diag ( Uu ) ; BC4 = zeros (N,N) ; BC5
= −(1/R) ∗ I ; BC6 = zeros (N,N) ; BC7 = zeros (N,N) ;
47 BD1 = zeros (N,N) ; BD2 = I ; BD3 = zeros (N,N) ; BD4 = zeros (N,N) ; BD5 = zeros (
N,N) ; BD6 = zeros (N,N) ; BD7 = zeros (N,N) ;
48 BE1 = zeros (N,N) ; BE2 = zeros (N,N) ; BE3 = I ; BE4 = zeros (N,N) ; BE5 = zeros (
N,N) ; BE6 = zeros (N,N) ; BE7 = zeros (N,N) ;
49 BF1 = zeros (N,N) ; BF2 = zeros (N,N) ; BF3 = zeros (N,N) ; BF4 = I ; BF5 = zeros (
N,N) ; BF6 = zeros (N,N) ; BF7 = zeros (N,N) ;
50 BG1 = zeros (N,N) ; BG2 = zeros (N,N) ; BG3 = zeros (N,N) ; BG4 = zeros (N,N) ;
BG5 = zeros (N,N) ; BG6 = I ; BG7 = zeros (N,N) ;
51
52
53 %boundary conditions for the compliant case
54
55 AB1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB2 ( 1 , : ) = D1 ( 1 , : ) ; AB3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB4 ( 1 , : ) =
zeros ( 1 ,N) ; AB5 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB6 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB7 ( 1 , : ) =
zeros ( 1 ,N) ;
56 AB1(N , : ) = z∗UP(N) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AB2(N , : ) = − i ∗O∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AB3(N , : )
= UP(N) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AB4(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB5(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
AB6(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AB7(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
57
58 AC1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC3 ( 1 , : ) = D1 ( 1 , : ) ; AC4 ( 1 , : ) =
zeros ( 1 ,N) ; AC5 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC6 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC7 ( 1 , : ) =
zeros ( 1 ,N) ;
59 AC1(N , : ) = (1+ dd∗z−i ∗z∗O∗mm/ R) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AC2(N , : ) = (−KK∗R / UP(N) ) ∗ [ zeros
( 1 ,N−1) 1 ] ; AC3(N , : ) = ( dd−i ∗O∗mm/ R) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; AC4(N , : ) = zeros
( 1 ,N) ; AC5(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC6(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC7(N , : ) = zeros ( 1 ,N
) ;
60
61 BB1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB2 ( 1 , : ) = −[1 zeros ( 1 ,N−1) ] ; BB3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
BB4 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB5 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB6 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB7
( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
62 BB1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB4(N , : ) =
zeros ( 1 ,N) ; BB5(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB6(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BB7(N , : ) = zeros
( 1 ,N) ;
63
64 BC1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC3 ( 1 , : ) = −[1 zeros ( 1 ,N−1) ] ;
BC4 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC5 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC6 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC7
( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
65 BC1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC4(N , : ) =
TT / ( UP(N) ∗R) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ; BC5(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC6(N , : ) = zeros ( 1 ,N
) ; BC7(N , : ) = BB / ( UP(N) ∗R^3) ∗ [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ;
66
67
68 %assembling the problem
69 A = [AA1 AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AA7;
70 AB1 AB2 AB3 AB4 AB5 AB6 AB7 ;
71 AC1 AC2 AC3 AC4 AC5 AC6 AC7 ;
72 AD1 AD2 AD3 AD4 AD5 AD6 AD7;
73 AE1 AE2 AE3 AE4 AE5 AE6 AE7 ;
74 AF1 AF2 AF3 AF4 AF5 AF6 AF7 ;
75 AG1 AG2 AG3 AG4 AG5 AG6 AG7 ] ;
76
77 B = [BA1 BA2 BA3 BA4 BA5 BA6 BA7 ;
78 BB1 BB2 BB3 BB4 BB5 BB6 BB7 ;
79 BC1 BC2 BC3 BC4 BC5 BC6 BC7 ;
80 BD1 BD2 BD3 BD4 BD5 BD6 BD7 ;
81 BE1 BE2 BE3 BE4 BE5 BE6 BE7 ;
82 BF1 BF2 BF3 BF4 BF5 BF6 BF7 ;
83 BG1 BG2 BG3 BG4 BG5 BG6 BG7 ] ;
84
85 A = A( 1 : 7∗N, 1 : 7 ∗N) ;
86 B = B( 1 : 7∗N, 1 : 7 ∗N) ;
87
88
89 % ’qz’ algorithm
90
91 warn ing o f f MATLAB: d i v i d e B y Z e r o
92
93 [U, S ]= e i g (A, B) ; S=diag ( S ) ∗ d e l t a s t a r ; %sqrt((m+1)/2) ;
94 S ( i snan ( S ) ) =0+2 i ;
95
96 %filter for spurious eigenvalues
97
98 f o r s = 1 : l ength ( S )
99 i f imag ( S ( s ) ) >= 0 . 5 | | imag ( S ( s ) ) < −0.5
100 S ( s ) =0+2 i ;
101 end
102
103 i f r e a l ( S ( s ) ) >= 0 . 9
104 S ( s ) =0+2 i ;
105 end
106 end
107
108 [ g , i n d i c e m i n ] = min ( imag ( S ) ) ;
109 a l p h a i =imag ( S ( i n d i c e m i n ) ) ;
110 a l p h a r = r e a l ( S ( i n d i c e m i n ) ) ;
111
112
113 %plot the modes in complex c plane
114
115 com=[ ’U0=max ( abs (UU(NN+1:2∗NN,@) ) ) ; f i g u r e ( 5 2 ) ; ho ld on ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 1 ) ; p l o t ( abs (UU( 1 :NN,
@) ) , YY, ’ ’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ p r e s s u r e p ’ ’ ) ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 2 ) ; p l o t ( abs (UU(NN+1:2∗NN,@) ) / U0 ,
YY, ’ ’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ l o n g i t u d i n a l v e l o c i t y u ’ ’ ) ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 3 ) ; p l o t ( abs (UU(2∗NN+1:3∗
NN,@) ) / U0 ,YY, ’ ’ b ’ ’ ) ; t i t l e ( ’ ’ w a l l normal v e l o c i t y v ’ ’ ) ; ’ ] ;
116
117 f i g u r e ( 2 6 ) ; hold on
118 f o r i n d =1:7∗N; han=plot ( S ( i n d ) , ’ bo ’ ) ; gr id on ; hold on ; s e t ( han , ’
bu t t ondownf c n ’ , r e p l a c e i n d ( com , ’@’ , i n d ) ) ; end
119
120 xl im ( [ 0 , 0 . 5 ] ) ; y l im ( [ −0 . 0 5 , 0 . 0 5 ] ) ;
121 t i t l e ( [ ’ Re = ’ num2str ( R1 ) , ’ F = ’ num2str ( F ) , ’ E= ’ num2str ( EE ) ] , ’
f o n t s i z e ’ , 1 3 ) , drawnow , hold on ;
122 y labe l ( [ ’ \ a l p h a _ r = ’ num2str ( r e a l ( S ( i n d i c e m i n ) ) ) , ’ \ a l p h a _ i = ’ num2str ( imag ( S (
i n d i c e m i n ) ) ) ] , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) , drawnow , hold on ;
123
124 end
ANNEXE F
Code de calcul du profil de la vitesse moyenne d’une couche de me´lange de
canope´e (d’apre`s la me´thode inspire´e par Ghisalberti & Nepf [75] et de´taille´e
dans la figure 5.6
1 funct ion [ Uu , UP , UPP , Cdd , Re , zz1 , zz20 , H, c o e f l c ]= c a n o p r o f i l e ( a , U1 , S , N, hh )
2 nu =9.74E−3;%viscosity
3 c o e f l c = 0 . 2 2 ;%adjusted coefficient for mixing length
4 c o e f c d = 0 . 4 4 ;%adjusted coefficient for drag
5
6 N=N∗10 ;% increases resolution
7 d = 0 . 6 4 ; %grass diameter
8 p r e c 1 =1E−1; p r e c 2 =1E−3; %precision for loops 1 and 2
9
10 c l e a r Xeta1 ; c l e a r Yeta1 ; %X and Y for eta(y) profile
11 Xeta1 = [ 0 . 4 5 0 . 4 6 0 . 475 0 . 525 0 . 6 0 . 7 0 . 8 4 1 . 0 3 1 . 1 5 0 . 9 5 0 . 7 2 0 . 4 7 0 . 2 3 0 0 0 0 0 0 0 ] ;
12 Yeta1 =[000 0 0 . 1 000 . 2 000 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 7 6 0 . 8 0 . 8 5 0 . 9 0 . 9 5 1 . 0 5 1 . 1 1 . 5 2 2 . 5 3
3 . 3 6 ] ;
13
14 zz1=hh −0.4 / a ; i f zz1 <0; zz1 =1; end % z1 Initial guess (Ghisalberti-Nepf)
15 tml =( hh−zz1 ) / 0 . 3 3 ; % tml Initial guess (Ghisalberti-Nepf)
16 Uh=U1∗ ( 2 + ( a −0.04) ∗ ( 0 . 9 ) ) %Uh Initial guess
17
18 f o r i nd1 =1:3 % ”Red” loop (for Cd)
19
20 Red=Uh∗d∗1E−4/9 .74E−7 %Cylinder Reynolds number
21
22 f o r i n d z 1 =1:40 % ”zz1” loop (for z1)
23
24 f o r i n d z 2 =1:40 % ”tml” loop (for z2)
25
26 zz2 =( zz1+ tml ) ;
27 z2h=zz2 / hh ;
28 z1=round ( zz1∗N/ zz2 ) ; i f z1 <2; z1 =2; end ;
29 c l e a r z ; z= l i n space ( 0 , z2h ,N) ;
30 h=round (N/ zz2∗hh ) ;% top of the canopy index
31
32 Cda =(1+10∗Red ^( −2/3) ) / 1 . 1 6∗ ( 1 . 1 6 −9 . 3 1∗ ( a∗d ) + 3 8 . 6∗ ( a∗d ) ^2 −59.8∗( a∗d ) ^3 )
33 c l e a r s p l e t a ; s p l e t a = in te rp1 ( Yeta1 , Xeta1 , z , ’ s p l i n e ’ ) ;
34 etamax=max ( s p l e t a ) ; i nde t amax = f i nd ( s p l e t a ==max ( s p l e t a ) ) ; % spline for eta(y)
35 f o r r r =1 : inde t amax ; % lower part spline correction
36 s p l e t a ( r r ) =( s p l e t a ( r r ) −0.45) ∗1.1+ c o e f c d ;
37 end ;
38 f o r r r =( inde t amax +1) : h ; %upper part spline correction
39 s p l e t a ( r r ) =( s p l e t a ( r r ) ) ∗max ( s p l e t a ) / e tamax ;
40 end
41 c l e a r Cd ; f o r i n d = 1 : ( h−1) ; Cd ( i n d ) =abs ( s p l e t a ( i n d ) ) ∗Cda ; end ; Cd ( h :N) =0;
42
43 Dz=zz2 /N; %incremental pitch
44
45 c l e a r l c ; l c ( 1 : h ) = c o e f l c ∗ ( hh−zz1 ) ; l c ( h +1:N) =0.081∗ tml ;%mixing length inside and
outside the canopy
46
47 c l e a r U; U( 1 : z1 ) =U1 ;DU( 1 : z1 ) =0;
48 f o r i n d =z1 :N
49
50 Cdmoy=(Cd ( ind −1)+Cd ( i n d ) ) / 2 ;
51
52 DU( i n d ) =(DU( ind −1) ^ 2 + 1 / ( l c ( i n d ) ^ 2 ) ∗ ( 0 . 5∗Cdmoy∗a∗U( ind −1)^2−981∗S ) ∗Dz )
^ 0 . 5 ;
53 i f imag (DU( i n d ) ) ~=0;DU( i n d ) =0; end
54 U( i n d ) =U( ind −1) +(DU( i n d ) +DU( ind −1) ) / 2∗Dz ; Umoy=(U( i n d ) +U( ind −1) ) / 2 ;
55
56 DU( i n d ) =(DU( ind −1) ^ 2 + 1 / ( l c ( i n d ) ^ 2 ) ∗ ( 0 . 5∗Cdmoy∗a∗Umoy^2−981∗S ) ∗Dz ) ^ 0 . 5 ;
57 i f imag (DU( i n d ) ) ~=0;DU( i n d ) =0; end
58 U( i n d ) =U( ind −1) +(DU( i n d ) +DU( ind −1) ) / 2∗Dz ; Umoy=(U( i n d ) +U( ind −1) ) / 2 ;
59
60 end
61
62 DUUh=(U(N)−U1 ) /U( h ) ; N1=N;
63 i f abs (DUUh−(16∗ a∗d +1) ) <= p r e c 1 ; break ; end
64
65 i f DUUh−(16∗ a∗d +1)<−p r e c 1 ; tml = tml ∗ 1 . 1 ; h a u t p l u s =zz2 ;
66 Umax=U(N) ;
67 e l s e
68 while DUUh−(16∗ a∗d +1) > p r e c 1 ; N1=N1−1;
69 DUUh=(U( N1 )−U1 ) /U( h ) ;
70 end
71 hau tmo ins =zz2 ;
72 Umax=U(N) ;
73 tml =( zz2 /N∗ (N1+N) / 2 )−zz1 ;
74 end
75
76 end
77
78 beta=zz1 / hh ; e t a =(0 .63 −0.4∗ beta ^3.5 −0.45∗ beta ) /(1− beta ) ;
79 zz1b=hh−((U(N)−U( 1 ) ) ) ^ 2 / (U( h ) ^2−U1^2) / ( 8 . 7 ∗ a∗Cda∗1∗ e t a ) ;
80
81 i f abs ( zz1b−zz1 ) < p r e c 2 ; break ; end
82 zz1=zz1b ; i f zz1 <0; zz1 =2; end ; i f i snan ( zz1 ) ; zz1 =2; end
83
84 end
85
86 Uh=U( h ) ;
87
88 end
89
90 upl im =N;
91 while DU( upl im ) >0.001 %extends the curve until DU=0
92 upl im = upl im +1; l c u p = l c (N) ;
93
94 DU( upl im ) =(DU( uplim −1) ^ 2 + 1 / ( l c u p ^ 2 ) ∗(−981∗S ) ∗Dz ) ^ 0 . 5 ;
95 i f imag (DU( i n d ) ) ~=0;DU( i n d ) =0; end
96 U( upl im ) =U( uplim −1) +(DU( upl im ) +DU( uplim −1) ) / 2∗Dz ;
97 end
98
99 zz20=zz2 +( uplim−N) ∗Dz ;
100 U= r e a l (U) ;
101 upl im2 =round ( hh ∗ (N/ 2 0 0 ) ∗N/ zz2 ) ;%new upper limit index (to stabilize the profile)
102 U( upl im +1: upl im2 ) =U( upl im ) ; Cd (N+1: upl im2 ) =0; %extends the profile
103 H=zz2 +( uplim2−N) ∗Dz ; %corresponding heigth
104 z2hup=H/ hh ;
105 Uup=U; Ccd=Cd ;U( upl im2 +1: upl im2 +3)=U( upl im2 ) ; Cd ( upl im2 +1: upl im2 +3)=Cd ( upl im2 ) ;
106
107 f o r indN =2:N; ind1 =indN∗ upl im2 /N; ind low = f l o o r ( i nd1 ) ; indup = c e i l ( i nd1 ) ; % rescales U at
N
108 Uup ( indN ) =(U( indup ) ∗ ( ind1−i nd low ) +U( ind low ) ∗ ( indup−i nd1 ) ) / ( indup−i nd low ) ;
109 Ccd ( indN ) =(Cd ( indup ) ∗ ( ind1−i nd low ) +Cd ( ind low ) ∗ ( indup−i nd1 ) ) / ( indup−i nd low ) ;
110 end
111 Uup (N) =Uup (N−1) ; Uup (N+1: upl im2 ) = [ ] ;
112 Ccd (N) =Ccd (N−1) ;
113 Ccd (N+1: upl im2 ) = [ ] ;
114
115 Re=Uh∗hh / nu ;
116
117 N=N/ 1 0 ;
118 f o r i n d e c =1:N−1; %back to initial resolution
119 Uup ( i n d e c +1)=Uup ( i n d e c ∗10) ; Ccd ( i n d e c +1)=Ccd ( i n d e c ∗10) ;DU( i n d e c +1)=DU( i n d e c ∗10) ;
120 end ;
121 Uup (N) =Uup (N−1) ; Ccd (N) =Ccd (N−1) ; Uup (N+1:N∗10) = [ ] ; Ccd (N+1:N∗10) = [ ] ;
122
123 f o r i ndd =2:N−1; %”fills” the empty values
124 i f i snan ( Ccd ( indd ) ) ;
125 Ccd ( indd ) =( Ccd ( indd −1)+Ccd ( indd +1) ) / 2 ;
126 end ;
127 i f i snan ( Uup ( indd ) ) ;
128 Uup ( indd ) =(Uup ( indd −1)+Uup ( indd +1) ) / 2 ;
129 end ;
130 end
131
132 z= l i n space ( 0 ,H,N) ;
133 Uup (N) =Uup (N−1) ;
134 Umoy=(Uup (N) +Uup ( 1 ) ) / 2 ; Uup=Uup / Umoy ; %non-dimensioning
135
136 [ yvec ,D] = c h e b d i f (N, 2 ) ; c l e a r y ; y = (1−yvec ) / 2∗H; %Chebyshev scaling
137 c l e a r Uu ; Uu ( 1 ) =Uup ( 1 ) ;
138 f o r i ndx =2:N;
139 i n d z =1;
140 while y ( indx ) >z ( i n d z ) ;
141 i n d z = i n d z +1;
142 end ;
143 Uu ( indx ) =(Uup ( i n d z ) ∗ ( y ( i ndx )−z ( indz −1) ) +Uup ( indz −1) ∗ ( z ( i n d z )−y ( indx ) ) ) / ( z ( i n d z )−z (
indz −1) ) ;
144 end
145 c l e a r Cdd ; Cdd ( 1 ) =Ccd ( 1 ) ;
146 f o r i ndx =2:N;
147 i n d z =1;
148 while y ( indx ) >z ( i n d z ) ;
149 i n d z = i n d z +1;
150 end ;
151 Cdd ( indx ) =( Ccd ( i n d z ) ∗ ( y ( i ndx )−z ( indz −1) ) +Ccd ( indz −1) ∗ ( z ( i n d z )−y ( indx ) ) ) / ( z ( i n d z )−z
( indz −1) ) ;
152 end
153
154 f a c t =(−2/H) ; D1= f a c t ∗D ( : , : , 1 ) ; D2=( f a c t ^2 ) ∗D ( : , : , 2 ) ;
155 Uu = smooth ( Uu ’ , ’ l o e s s ’ , 2 0 ) ; UP=D1∗Uu ; UP = smooth (UP) ; %mean velocity and first
derivative smoothing
156 UPP=D1∗UP ; UPP ( 1 : 1 0 ) =0;
157 UPP (N−1:N) =0;
158 UPP = smooth ( UPP ) ;
159
160 Cdd=Cdd ’ ;
161
162 f i g u r e ( 7 ) ; hold on ; plot ( Uu , y , ’ b ’ ) ; hold on ; plot (UP , y , ’ r ’ ) ; plot ( UPP , y , ’ k ’ ) ; plot ( Cdd , y , ’m
−’ ) ;
163
164 end
ANNEXE G
Code d’analyse line´aire de la stabilite´ d’une couche de me´lange de canope´e.
1 funct ion [om , g , i nd i cemax ]= c a n o s t a b i l i t y (R , kx , a , N, Uu , Cd , zz1 , zz2 , hh , H, c o e f l c )
2
3 %Chebyshev scaling
4
5 [ yvec ,D] = c h e b d i f (N, 2 ) ; c l e a r y ; y = (1−yvec ) / 2∗H;
6
7 f a c t =( −2/(H/ hh ) ) ; D1= f a c t ∗D ( : , : , 1 ) ; D2=( f a c t ^2 ) ∗D ( : , : , 2 ) ;
8
9 Uu = smooth ( Uu ’ , ’ l o e s s ’ , 2 0 ) ;
10 UP=D1∗Uu ; UP = smooth (UP) ;
11 UPP=D1∗UP ; UPP ( 1 : 1 0 ) =0;
12 UPP (N−1:N) =0;
13 UPP = smooth ( UPP ) ;
14
15 h=round (N/H∗hh ) ;
16 c l e a r l c ; l c ( 1 : h ) = c o e f l c ∗ ( hh−zz1 ) ; l c ( h +1:N) = 0 . 0 8 1∗ ( zz2−zz1 ) ;
17
18 l c = l c / hh ; a=a∗hh ;
19
20 % Laplacian
21 I =eye (N) ;
22 k2=kx ^ 2 ;
23 d e l t a =(D2−k2∗ I ) ;
24
25 %compute dynamic matrix, formulation (p, u, v)
26
27 AA1 = zeros (N,N) ; AA2 = i ∗kx∗ I ; AA3 = D1 ;
28 AB1 = i ∗kx∗ I ;
29 AB2 = i ∗kx∗diag ( Uu ) ; %Euler
30 %AB2 = i*kx*diag(Uu)-2*diag(lc.*lc)*(diag(UP)*D2+diag(UPP)*D1)-delta/R+a*diag(Cd.*Uu) ;
31 AB3 = diag (UP) ;%D1*diag(Uu) ;
32 AC1 = D1 ; AC2 = zeros (N,N) ;
33 AC3 = i ∗kx∗diag ( Uu ) ; %Euler
34 %AC3 = i*kx*diag(Uu)-delta/R ;
35
36 BA1 = zeros (N,N) ; BA2 = zeros (N,N) ; BA3 = zeros (N,N) ;
37 BB1 = zeros (N,N) ; BB2 = i ∗kx∗ I ; BB3 = zeros (N,N) ;
38 BC1 = zeros (N,N) ; BC2 = zeros (N,N) ; BC3 = i ∗kx∗ I ;
39
40
41 %boundary conditions
42
43 %AB1(1, :) = zeros(1,N) ; AB2(1, :) = [1 zeros(1,N-1)] ; AB3(1, :) = zeros(1,N) ;
44 %AB1(N, :) = zeros(1,N) ; AB2(N, :) = [zeros(1,N-1) 1] ; AB3(N, :) = zeros(1,N) ;
45
46 AC1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC3 ( 1 , : ) = [1 zeros ( 1 ,N−1) ] ;
47 AC1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; AC3(N , : ) = [ zeros ( 1 ,N−1) 1 ] ;
48
49 %BB1(1, :) = zeros(1,N) ; BB2(1, :) = zeros(1,N) ; BB3(1, :) = zeros(1,N) ;
50 %BB1(N, :) = zeros(1,N) ; BB2(N, :) = zeros(1,N) ; BB3(N, :) = zeros(1,N) ;
51
52 BC1 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC2 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC3 ( 1 , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
53 BC1(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC2(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ; BC3(N , : ) = zeros ( 1 ,N) ;
54
55
56 %assembling the problem
57
58 A = [AA1 AA2 AA3 ;
59 AB1 AB2 AB3 ;
60 AC1 AC2 AC3 ; ] ;
61 B = [BA1 BA2 BA3 ;
62 BB1 BB2 BB3 ;
63 BC1 BC2 BC3 ; ] ;
64
65 A = A( 1 : 3∗N, 1 : 3 ∗N) ;
66 B = B( 1 : 3∗N, 1 : 3 ∗N) ;
67
68
69 % ’qz’ algorithm
70
71 warn ing o f f MATLAB: d i v i d e B y Z e r o
72
73 [U, S ]= e i g (A, B) ; S=diag ( S ) ;
74 S ( i snan ( S ) )=0− i ;
75
76 %filter for spurious eigenvalues
77
78 f o r s = 1 : l ength ( S )
79 i f abs ( imag ( S ( s ) ) ) >= 1E2
80 S ( s ) =0− i ;
81 end
82
83 i f abs ( r e a l ( S ( s ) ) ) >= 1E3
84 S ( s ) =0− i ;
85 end
86
87 %if real(S(s)) ¡ 0.7 ;S(s) =0-i ;end
88 %if real(S(s)) ¿ 1.4 ;S(s) =0-i ;end
89
90 end
91 [ g , i nd i cemax ] = max ( imag ( S ) ) ;
92 om=S ( ind i cemax ) ∗kx1 ;
93
94
95 %plot the modes in complex c plane
96
97 com=[ ’U0=max ( abs (UU(NN+1:2∗NN,@) ) ) ; f i g u r e ( 3 4 ) ; ho ld on ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 1 ) ; ho ld on ; p l o t ( abs (
UU( 1 :NN,@) ) , YY, ’ ’ b ’ ’ ) ; s u b p l o t ( 1 , 3 , 2 ) ; p l o t ( abs (UU(NN+1:2∗NN,@) ) / U0 ,YY, ’ ’ b ’ ’ ) ;
s u b p l o t ( 1 , 3 , 3 ) ; p l o t ( abs (UU(2∗NN+1:3∗NN,@) ) / U0 ,YY, ’ ’ b ’ ’ ) ; ’ ] ;
98
99 f i g u r e ( 3 7 1 ) ; hold on ;
100
101 f o r i n d =1:3∗N
102 han=plot ( S ( i n d ) , ’ og ’ ) ; gr id on ; hold on ; s e t ( han , ’ bu t t ondownfc n ’ , r e p l a c e i n d (
com , ’@’ , i n d ) ) ;
103 end
104
105 yl im ( [ −1 , 1 ] ) ;
106 y labe l ( [ ’ N= ’ num2str (N) , ’ Max C= ’ num2str ( S ( ind i cemax ) ) ] , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 ) ,
drawnow , hold on ;
107
108 end

Franck PLUVINAGE
EFFETS D’INTERFACES POROELASTIQUES SUR LA STABILITE
D’UN ECOULEMENT INCOMPRESSIBLE CISAILLE.
Re´sume´ :
L’objectif de ce travail est d’e´tendre l’e´tude locale de la stabilite´ line´aire des interactions fluide-structure a`
des domaines peu ou pas encore aborde´s dans la litte´rature ; l’influence des interfaces poroe´lastiques sur les
couches limites bidimensionnelles, tridimensionnelles, ou aspire´es, ainsi que l’e´coulement dans une canope´e
mode´lise´ par un profil de vitesse re´aliste, sont ainsi traite´s.
Les re´sultats re´ve`lent que dans les couches limites 3D, la compliance re´duit le domaine d’instabilite´ du mode TS
dominant mais fait apparaˆıtre des modes hydroe´lastiques ; a` l’inverse, la perme´abilite´ stabilise ces derniers tout
en de´stabilisant l’onde TS, s’apparentant en cela a` un amortissement. Sur les ailes en fle`che, la transition de´pend
localement d’instabilite´s nomme´es tourbillons Crossflow (CF) d’origine non-visqueuse ; l’effet de´stabilisant de
la perme´abilite´ sur celles-ci est presque nul tandis que son action positive sur les modes hydroe´lastiques reste
intact, offrant des perspectives prometteuses.
Dans le domaine des couches limites aspire´es, la quasi-totalite´ des e´tudes publie´es reposent sur l’hypothe`se
d’une perme´abilite´ ne´gligeable et d’une paroi rigide ; or il est de´montre´ ici que la perme´abilite´ (indissociable de
la succion) exerce meˆme a` faible dose une de´stabilisation sur la perturbation dominante et que la compliance
(pouvant re´sulter d’un alle`gement) provoque l’apparition d’une instabilite´ absolue.
Pour finir, l’attention est porte´e sur les e´coulements dans une canope´e -assimilables a` des couches de
me´lange. La stabilite´ line´aire de l’onde nomme´e monami ou honami est e´tudie´e sur la base d’un profil
de vitesse moyenne re´aliste calcule´ nume´riquement, puis compare´ aux re´sultats obtenus avec le profil en
lignes brise´es usuellement employe´. L’effet de la force de traˆıne´e, commune´ment conside´re´ comme amor-
tissant, se re´ve`le au contraire de´stabilisant lorsqu’il est pris en compte de`s le calcul du profil de vitesse moyenne.
Mots cle´s : stabilite´ line´aire ; interaction fluide-structure ; parois de´formables ; parois perme´ables ;
controˆle de la transition ; e´coulement dans une canope´e .
INFLUENCE OF POROELASTIC INTERFACES ON INCOMPRESSIBLE SHEAR
FLOW STABILITY.
Abstract :
Local linear stability of fluid-structure interactions is investigated in uncustomary fields such as
swept, unswept and asymptotic suction incompressible boundary layers developing over compliant, porous
plates –in the limit of small permeability– or relatistically-modeled incompressible flows over a canopy.
Results show that compliance has a stabilizing effect on the 3D most instable hydrodynamic mode but allows
hydroelastic modes to emerge, which take the form of travelling wave flutter instabilities ; conversely, permea-
bility tends to damp the latter ones but to destabilize the former ones. Transition on swept wings also locally
depends on 3D unviscid instabilities called Crossflow vortices, hardly unstabilized by permeability ; this provides
promizing outlets, since permeability has still a strong positive effect on 3D hydroelastic modes.
In the field of incompressible parallel boundary layer flows with uniform suction through the wall, most of the
existing studies are based on the assumption that plate’s porosity and flexibility are negligible. Nevertheless,
proof is given here that permeability (linked to suction) exerts a strong destabilizing effect on the Tollmien-
Schlichting most instable mode. Besides, compliance (that can result from lightering measures) reveals to
provoke an absolute instability that is likely to contaminate the entire domain.
Finally, attention is paid to incompressible flows across a canopy, that are similar to mixing layers. Linear
stability of the coherent motions called monami or honami is adressed using a relatistically-computed
velocity profile, then compared to the results obtained with the customary piecewise linear velocity profile.
Then, drag force variations are taken into account as soon as velocity profile computing. The result is
that drag happens to have a destabilizing effect on the flow, instead of the commonly admitted damping effect.
Keywords : linear stability ; fluide-structure interaction ; compliant walls ; permeable walls ; transition
control ; canopy shear layer.
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